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คำนำ

การจำลองและคำนวณคณุสมบัตเิชงิโครงสร้างและอเิลก็ทรอนกิสข์องระบบโมเลกลุด้วยวธิทีางคอมพวิเตอร์
น้ันชว่ยให้นักเคมเีข้าใจและอธบิายผลการทดลองได้ วธิคีำนวณทางเคมใีนระดับอะตอมน้ันสามารถแบง่ออก
เปน็สองวธิ ีคอืวธิ ีเคมีควอนตัม (Quantum Chemistry) และวธิ ีพลวัตเชงิโมเลกลุ (Molecular Dynam-
ics) ซึง่ ท้ังสองวธิ ีน ี้ ม ีความแตกตา่งกัน ท้ังในแง ่ทฤษฎี การนำไปใช้งานและความถกูต้องของการคำนวณ
โดยวธิ ี Quantum Chemistry น้ันถกูนำมาใช้ในการศกึษาคณุสมบัตขิองโมเลกลุทีอ่ธบิายด้วยโครงสร้างเชงิ
อเิลก็ทรอนกิสซ์ึง่จะเก ีย่วข้องกับการคำนวณอันตรกริยิาระหวา่งอเิลก็ตรอนโดยใช้วธิกีารประมาณ วธิกีารนี้จะ
ให้ผลการคำนวณทีถ่กูต้องและใกล้เคยีงกับผลการทดลองมาก สำหรับวธิ ี Molecular Dynamics น้ันถกูนำ
มาใช้ศกึษาระบบโมเลกลุทีม่ขีนาดใหญแ่ละคณุสมบัตใินระดับ Microscopis ของระบบด้วยการจำลองการ
เคลือ่นทีข่องอะตอมโดยอ้างองิหลักกลศาสตรแ์บบด้ังเดมิ วธิกีารนี้ชว่ยให้เราศกึษาคณุสมบัตขิองโมเลกลุได้ใน
ระดับของขนาดทีใ่หญข่ึ้นและระดับของระยะเวลาทีก่ว้างขึ้นด้วย

วธิ ี Quantum Chemistry น้ันจะเร ิม่ต้นจากหลักการพื้นฐานของฟงักชั์นคลืน่ (Wavefunction) ทีใ่ช้สม
การชโรดงิเงอร์ในการอธบิายซึง่ในปจัจบัุนน้ันได้พัฒนามาเปน็วชิาโครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิส์ (Electronic
Structure) การแก้สมการชโรดงิเงอร์สำหรับระบบทีม่อีเิลก็ตรอนมากกวา่หนึง่ตัวน้ันสามารถทำได้เพยีงแค ่
การประมาณคา่โดยทียั่งไมส่ามารถหาผลเฉลยแบบแมน่ตรงได้นัน่กเ็พราะวา่เราไมส่ามารถหาผลเฉลยของ
เทอมทีเ่ปน็อันตรกริยิาระหวา่งอเิลก็ตรอนได้ ดังน้ันนักเคมทีฤษฎจีงึได้พัฒนาวธิหีรอืเทคนคิตา่ง ๆ เพือ่นำมา
ใช้ในการประมาณคา่เทอมดังกลา่วนี้ ให้ได้คำตอบทีถ่กูต้องและแมน่ยำมากทีส่ดุเทา่ท ีจ่ะทำได้ซึง่กเ็ปน็หนึง่ใน
หัวข้องานวจัิยของเคมเีชงิคำนวณ

การจำลองทางคอมพวิเตอร์เพ ือ่ศกึษาระบบโมเลกลุด้วยวธิ ี Molecular Dynamics แบบด้ังเดมิน้ันจะ
ใช้แนวคดิของสนามแรง (Force Field) ซึง่เปน็รปูแบบของฟงักชั์นทางคณติศาสตร์ท ีม่พีารามเิตอร์ท ีส่ามารถ
อธบิายพลังงานศักย์ของโมเลกลุ (กล ุม่อะตอม) ซึง่พลังงานศักย์ท ีไ่ด้มาจากการคำนวณ Force Field นี้คอืส ิง่
สำคัญทีเ่รามานำใช้ในการคำนวณแรงของอะตอมแตล่ะอะตอมเพือ่ใช้ในการหาโครงสร้างของโมเลกลุ ณ จดุ
เวลาตอ่ ๆ ไปได้ ซึง่วธิ ี Molecular Dynamics แบบทีอ้่างองิกับ Force Field น้ันถกูนำมาใช้อยา่งแพรห่ลาย
ในการศกึษาระบบตา่ง ๆ เชน่ การเปลีย่นสถานะของสสาร ปฏกิริยิาเคมหีรอืการเปลีย่นแปลงเชงิโครงสร้าง
ของชวีโมเลกลุ นอกจากนี้ การพัฒนา Force Field กเ็ปน็หนึง่ในหัวข้องานวจัิยทีไ่ด้รับความสนใจมาจนถงึ
ปจัจบัุน

แนวคดิของการรวมวธิกีารคำนวณ Quantum Chemistry เข้ากับ Molecular Dynamics เพือ่เพ ิม่
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ความถกูต้องให้กับการคำนวณโดยการรวมนำข้อดขีองท้ังสองวธิมีารวมกันน้ันมมีานานมากกวา่ 40 ปแีล้ว โดย
วธิกีารคำนวณทีถ่กูพัฒนาขึ้นมาใหมน่ ี้มชี ือ่เรยีกวา่ ab initio Molecular Dynamics (AIMD) หรอืพลวัตเชงิ
โมเลกลุแบบแอบ อนิชิโิอ โดยในปจัจบัุนวธิ ี AIMD น้ันมคีวามสำคัญและได้ถกูนำมาใช้อยา่งแพรห่ลายอยา่ง
มากในการจำลองระบบโมเลกลุ โดยเฉพาะทางด้านวัสดศุาสตร์และฟสิกิส์ เชน่ โครงสร้างผลกึและสภาวะ
ของแขง็ของโมเลกลุ เพือ่ศกึษาคณุสมบัติตา่ง ๆ ของระบบเหลา่น้ันกอ่นที่จะมีการนำไปศกึษาจรงิในห้อง
ปฏบัิตกิาร ชว่ยให้ประหยัดงบประมาณในการทำงานวจัิยได้อยา่งมหาศาลและชว่ยให้นักวทิยาศาสตร์เข้าใจ
ถงึพฤตกิรรมและอธบิายถงึปจัจัยทีส่ง่ผลตอ่คณุสมบัตขิองโมเลกลุได้ด้วย

เนือ่งจากวา่ในปจัจบัุนน้ันแหลง่ความร ู้ สำหรับการศกึษาอัลกอริทมึการจำลองทางคอมพวิเตอร์ของ
ระบบโมเลกลุน้ันมักจะอย ูใ่นรปูของบทความวชิาการเปน็สว่นใหญ่ ซึง่บทความวชิาการเหลา่น้ันสว่นใหญแ่ล้ว
จะมเีน ื้อหาทีซั่บซ้อนและอาจจะทำให้ยากตอ่การทำความเข้าใจของผ ู้ท ีเ่พ ิม่เร ิม่ศกึษา ยิง่ไปกวา่น้ันผ ู้เขยีนพบ
วา่ (เทา่ท ีผ่ ู้ เขยีนทราบ) ยังไมม่หีนังสอืหรอืตำราทางวชิาการภาษาไทยทีอ่ธบิายการจำลองทางคอมพวิเตอร์
ของระบบโมเลกลุและการเขยีนโปรแกรมด้าน Electronic Structure ได้อยา่งครอบคลมุ ดังน้ันหนังสอืเลม่นี้
จงึเปน็อกีชอ่งทางหนึง่สำหรับผ ู้ท ีส่นใจและต้องการศกึษาอัลกอรทิมึของการคำนวณ Electronic Structure
และ Molecular Dynamics เพือ่นำไปใช้ตอ่ยอดในงานวจัิยทางด้านเคมทีฤษฎแีละเคมเีชงิคำนวณ รวมไปถงึ
สาขาทีเ่ก ีย่วข้องด้วย

สดุท้ายนี้ผ ู้เขยีนหวังเปน็อยา่งย ิง่วา่หนังสอืเลม่นี้จะชว่ยให้ผ ู้อา่นได้รับความร ู้ท ีถ่กูต้องและครบถ้วนเก ีย่ว
กับวธิทีางเคมเีชงิคำนวณ ถ้าหากผ ู้อา่นมข้ีอเสนอแนะ ข้อสงสัยหรอืพบข้อผดิพลาดเก ีย่วกับเนื้อหาในหนังสอื
เลม่นี้สามารถตดิตอ่ผ ู้เขยีนได้โดยตรงผา่นทางอเีมล rangsiman1993[at]gmail[dot]com

รังสมัินต์ เกษแก้ว
6 กมุภาพันธ์ พ.ศ. 2567
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ความร ู้และแรงบัลดาลใจในการเขยีนหนังสอืเลม่นี้ของผ ู้เขยีนมาจากแรงผลักดันและการสนับสนนุของ
บคุคลหลายทา่น การเขยีนหนังสอืเลม่นี้จะไมเ่กดิขึ้นหรอืสำเรจ็ไมไ่ด้ถ้าหากขาดบคุคลดังตอ่ไปนี้

ครอบครัวของผ ู้ เขยีนที่สนับสนนุให้ผ ู้ เขยีนได้ทำตามความฝนัในการเรยีนตอ่ระดับอดุมศกึษา ท้ังใน
ระดับปรญิญาโทและปรญิญาเอก โดยเฉพาะการเหน็คณุคา่ของการเรยีนและการทำงานวจัิยทางด้านวทิยาศาสตร์
พ ื้นฐาน

รศ.ดร. ยทุธนา ตันตริ ุง่โรจน์ชัย บคุคลผ ู้ เปน็ต้นแบบด้านการเรยีนและเปน็ผ ู้สร้างแรงบันดาลใจให้ผ ู้
เขยีนเรยีนตอ่ตา่งประเทศและทำงานวจัิยทางด้านเคมทีฤษฎแีละเคมคีอมพวิเตอร์

อาจารย์และเพือ่น ๆ ในชว่งมัธยมศกึษา (ตอนต้น-ปลาย) ทีโ่รงเรยีนพนัสพทิยาคาร และชว่งปรญิญา
ตร-ีโท ทีม่หาวทิยาลัยธรรมศาสตร์ สำหรับความทรงจำอันดงีามและความเปน็กัลยาณมติรทีด่เีสมอมา

เพือ่น ๆ ทีเ่มอืงซรูคิ ประเทศสวติเซอร์แลนด์ สำหรับมติรภาพอันดงีาม รอยยิ้มและเสยีงหัวเราะทีเ่กดิ
ขึ้น รวมไปถงึกจิกรรมทีไ่ด้ทำรว่มกันในระหวา่งทีผ่ ู้เขยีนกำลังศกึษาปรญิญาเอกซึง่เปน็ชว่งเวลาเดยีวกันกับทีผ่ ู้
เขยีนกำลังเขยีนหนังสอืเลม่นี้

เพ ือ่นรว่มงานท้ังนักศกึษาปรญิญาโท ปรญิญาเอก และนักวจัิยหลังปรญิญาเอกของกล ุม่วจัิยของผ ู้เขยีน
ทีภ่าควชิาเคมี มหาวทิยาลัยแหง่ซรูคิ สำหรับการแลกเปลีย่นความร ู้ ไอเดยีใหม ่ ๆ และการชว่ยเหลอืเก ีย่วกับ
งานวจัิยทางด้านเคมทีฤษฎี
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สิง่ท ีค่วรทราบเกีย่วกับหนังสอืเลม่นี้

หนังสอืเลม่นี้มหีนังสอืตา่งประเทศหลายเลม่เปน็แหลง่ข้อมลูอ้างองิทางวชิาการเพือ่ให้มัน่ใจได้วา่ความ
ร ู้ท ีผ่ ู้อา่นจะได้ศกึษาจากหนังสอืเลม่น ี้ น้ันถกูต้อง อยา่งไรกต็ามผมไมส่ามารถการันตไีด้ 100 เปอรเ์ซน็ต์วา่
หนังสอืเลม่น ี้ ไมม่ ีข้อผดิพลาดเลยแม้แต ่จดุเดยีว ข้อผดิพลาดเลก็น้อยอาจจะเกดิจากการพมิพ์ผดิ เปน็ต้น
สว่นข้อผดิพลาดทางเนื้อหาน้ันผมคอ่นข้างมัน่ใจวา่มน้ีอยมากเพราะวา่ผมได้ใช้หนังสอืได้ท ีรั่บการยอมรับและ
ความนยิมในกลุม่นักวจัิยทางด้าน Quantum Chemistry, Electronic Structure และ Ab Initio Molecular
Dynamics หลาย ๆ เลม่มาเปน็หนังสอือ้างองิ รวมถงึได้พดูคยุและสอบถามกับนักวจัิยด้านเคมคีวอนตัมคน
อืน่ ๆ ท้ังทีเ่ปน็เพ ือ่นรวมงานและคนทีผ่มได้ไปพบเจอตามงานประชมุวชิาการ จงึทำให้มัน่ใจได้วา่ความร ู้ท ี่
ถา่ยทอดผา่นหนังสอืเลม่น ี้ น้ันถกูต้อง สำหรับสไตลก์ารใช้ภาษาในการเขยีนหนังสอืเลม่น ี้ไมว่ชิาการมากเกนิไป
ซึง่ผมพยายามเลอืกใช้คำงา่ย ๆ ให้มากทีส่ดุ แตถ่งึอยา่งน้ันกต็ามผมกไ็มอ่าจทีจ่ะหลกีเล ีย่งการใช้คำศัพท์เชงิ
เทคนคิได้

หนังสอื 6 เลม่ทีผ่มคดิวา่เขยีนได้ดมีาก ๆ และผมใช้เปน็หนังสอือ้างองิไมเ่พยีงแคส่ำหรับเขยีนหนังสอื
เลม่นี้แตยั่งใช้ในการทำงานวจัิยของผมเองด้วยมดัีงนี้
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หนังสอืเลม่น ี้เหมาะสำหรับนักศกึษา นักวจัิย ผ ู้ท ีส่นใจในสาขาเคมทีฤษฎแีละเคมคีำนวณและผา่นการ
เรยีนวชิา เคมีเชงิฟสิกิส์มาแล้ว โดยเนื้อหาในหนังสอื เลม่นี้ เน้นไปที่การอธบิายทฤษฎีและพสิจูน์ท ีม่าของ
สมการทางกลศาสตร์ควอนตัมและโครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิส์ของอะตอมและโมเลกลุรวมถงึแบบจำลอง
ของระบบโมเลกลุ นอกจากนี้ ยังอธบิายการประยกุต์ใช้อัลกอรทิมึทางคอมพวิเตอร์สำหรับการเขยีนโปรแกรม
คำนวณและการประมวลผลบนคอมพวิเตอรส์มรรถนะสงูอกีด้วย

หนังสอืเลม่นี้ไมเ่หมาะสำหรับผ ู้ท ียั่งไมเ่คยเรยีนวชิาเคมเีชงิฟสิกิสห์รอืเคมคีวอนตัมมากอ่นเพราะวา่อาจ
จะตกใจกับคำศัพทท์างเทคนคิและสมการตา่ง ๆ ได้ อยา่งไรกต็ามถ้าหากผ ู้อา่นสามารถทำความเข้าใจเน ื้อหา
ของหนังสอืเลม่น ี้ ได้โดยทียั่งไมเ่คยศกึษาเคมคีวอนตัมมากอ่นเลยกถ็อืวา่เย ีย่มมาก ๆ นอกจากนี้ แล้วในการ
ทำความเข้าใจเนื้อหาในหนังสอืเลม่น ี้ น้ันจะต้องอาศัยความร ู้ทางคณติศาสตร์พชีคณติเยอะมาก ๆ โดยเฉพาะ
ความร ู้ เก ีย่วกับเวกเตอร์ เมทรกิซ์ แคลคลัูส รวมไปถงึเทคนคิตา่ง ๆ ทางคณติศาสตร์ เชน่ Optimization,
Decomposition, และ Diagonalization ดังน้ันผ ู้อา่นควรจะต้องมคีวามร ู้คณคิศาสตรเ์หลา่นี้มาบ้างแล้ว

คำแนะนำในการศกึษาทฤษฎทีางเคมคีวอนตัมจากประสบการณ์สว่นตัวของผมทีอ่ยากจะแบง่ปนัมี 3
ข้อคอื

1. อา่นตำรา (Textbook) ทลีะเลม่ : สำหรับผ ู้ท ีเ่ร ิม่ต้นน้ันควรเลอืกหนังสอืเพยีงเลม่เดยีว ถ้าหากวา่อา่น
หลายเลม่พร้อม ๆ กันแล้วสลับอา่นไปมากอ็าจจะทำให้เกดิความสับสนได้เพราะวา่หนังสอืแตล่ะเลม่
น้ันจะมกีารใช้สัญลักษณห์รอืคำศัพทเ์ฉพาะทางทีต่า่งกันได้

2. อา่นบทความวชิาการเพือ่อัพเดทความร ู้ : ปฏเิสธไมไ่ด้เลยวา่การทำวจัิยในปจัจบัุนน้ันดำเนนิไปอยา่ง
รวดเรว็มาก ๆ เนือ่งจากวา่เรามคีอมพวิเตอร์ท ีม่ปีระสทิธภิาพมากขึ้น รวมถงึกระบวนการตพีมิพ์งาน
วชิาการน้ันกไ็มไ่ด้ช้าเหมอืนในอดตี ดังน้ันการอา่นบทความวชิาการ เชน่ บทความวจัิย, บทความรวีวิ
รวมถงึสรปุขา่วตา่ง ๆ จงึมคีวามสำคัญอยา่งมากเพราะวา่เราจะได้อัพเดทความร ู้ของเราตลอดเวลา

3. การเขยีนโปรแกรม : การเขยีนโปรแกรมน้ันจะมลีำดับข้ันตอนทีชั่ดเจน ตรงไปตรงมา และไมส่ามารถ
ข้ามข้ันตอนได้ ถ้าหากวา่เราศกึษาการเขยีนโปรแกรมควบคู่ไปกับการทฤษฎีท ี่สนใจก ็จะทำให้เรา
เข้าใจทีม่าทีไ่ปได้งา่ยขึ้น



Erwin with his ψ can do
Calculations quite a few.
But one thing has not been seen,
Just what does ψ really mean.

- Walter Hückel (1895 - 1973)



บทที่ 1

กลศาสตรค์วอนตัมเชงิโมเลกลุ

1.1 การจำลองเชงิตัวเลขและเทคนคิเชงิคอมพวิเตอร์

การจำลองเชงิตัวเลข (Numerical Modeling) คอืวธิกีารทีเ่ราใช้แก้ปญัหาทางคณติศาสตร์และฟสิกิส์
แบบตา่ง ๆ เชน่ นำมาใช้แก้สมการเชงิอนพัุนธ์ (Differential Equations) ทีใ่ช้ในการอธบิายปรากฏการณต์า่ง
ๆ ทางธรรมชาตซิึง่อาจจะมคีวามยากหรอือาจจะไมม่ทีางแก้ได้ด้วยวธิเีชงิวเิคราะห์ (Analytical Method)

สำหรับการจำลองด้วยเทคนคิเชงิคอมพวิเตอร์ (Computer Simulation) น้ันเปน็การศกึษาการตอบ
สนองเชงิพลวัต (Dynamic Response) ของระบบทีเ่ราศกึษาและจำลองภายใต้เง ือ่นไขเร ิม่ต้น (Initial Con-
ditions) ทีเ่ราได้กำหนดไว้ โดยเง ือ่นไขเร ิม่ต้นนี้สอดคล้องกับสภาวะจรงิของระบบน้ัน

ภาพที่ 1.1 แสดงแผนผังเช ือ่มโยงความแตกตา่งระหวา่ง Numerical Modeling กับ Computer Sim-
ulation น้ันกค็อืใน Simulation น้ันระบบจำลองของเราจะถกูสร้างขึ้นมา เชน่ เราสร้างระบบทีเ่ปน็โมเลกลุ
น้ำหลาย ๆ โมเลกลุเกาะกล ุม่รวมกัน (Water Cluster) โดยเราหวังวา่ Water Cluster ทีเ่ราสร้างขึ้นมานี้จะ
สามารถเปน็ตัวแทนของระบบของโมเลกลุน้ำจรงิ ๆ ได้ ซึง่กจ็ะทำให้เราสามารถศกึษาคณุสมบัตติา่ง ๆ ของ
โมเลกลุน้ำได้ตามต้องการ สว่นการจำลองเชงิตัวหรอื Numerical Simulation น้ันจะเปน็การสร้างการทดลอง
เสมอืนจรงิ (Virtual Experiments) ของระบบจำลองขึ้นมา อยา่งไรกต็ามในบทความวชิาการทางด้านเคมเีชงิ
คำนวณหรอืชวีเชงิคำนวณน้ันเรามักจะพบวา่คำวา่ Modeling น้ันสามารถถกูแทนด้วยคำวา่ Simulation ได้
เชน่กัน

คำถามสำคัญทีห่ลายคนมักจะถาม โดยเฉพาะนักเคมีท ีท่ำงานวจัิยโดยการทดลองในห้องปฏบัิต ิการ
(Experimentalists) ก ็คอื “ทำไมการจำลองทางคอมพวิเตอร์ถงึม ีความสำคัญ?” ซึง่คำตอบน้ันมีด้วยกัน
หลายข้อ โดยผมขอสรปุเปน็ประเดน็ตามนี้

1. การจำลองทางคอมพวิเตอรน้ั์นเปรยีบเสมอืนเปน็สะพานเชือ่มโยงระหวา่งทฤษฎกัีบการทดลอง

1
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ภาพ 1.1 แผนผังความเช ือ่มโยงของระบบทีเ่ราต้องศกึษา (Nature), ทฤษฎหีรอืวธิที ีใ่ช้ในการศกึษา
(Theory), แบบจำลองหรอืโมเดล (Model), ผลการทดลอง (Experimental Result), และผลการคำนวณ

หรอืผลการทำนาย (Computational Results หรอื Prediction)
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2. การทำการทดลองบางอยา่งน้ันมคีา่ใช้จา่ยทีส่งูมากและมคีวามยากเพราะวา่ตัวทฤษฎน้ัีนซับซ้อนเกนิ
ไป ดังน้ันการจำลองทางคอมพวิเตอรน้ั์นจะเข้ามาชว่ยในการจำลองการทดลองและทดสอบสมมตฐิาน
เพือ่ยนืยันทฤษฎด้ีวย

3. การจำลองทางคอมพวิเตอรน้ั์นชว่ยหาปจัจัยและเง ือ่นไขทีเ่หมาะสมสำหรับการทดลองได้

4. การจำลองทางคอมพวิเตอร์สามารถแสดงกระบวนการของระบบทีเ่ราสนใจได้ ซึง่อาจจะทำได้ยากใน
เชงิการทดลอง

5. การจำลองทางคอมพวิเตอร์สามารถนำมาใช้ในการศกึษาปรากฏการณ์ท ีก่ารทดลองน้ันอาจจะให้ผล
การทดลองทีไ่มล่ะเอยีดพอ

อยา่งไรกต็าม ผมอยากจะสรปุเพิม่เตมิด้วยวา่การใช้แบบจำลองทางคอมพวิเตอร์เพยีงอยา่งเดยีวน้ันจะ
เปลา่ประโยชน์ ถ้าหากวา่ไมม่ผีลการทดลองทีน่า่เช ือ่มายนืยันความถกูต้องของผลการคำนวณ ดังน้ันเคมเีชงิ
การทดลองกับเคมเีชงิคำนวณน้ันจงึเปน็ศาสตรท์ ีต้่องพึง่พาอาศัยกัน

1.2 พื้นฐานคณติศาสตรท์ ีต้่องร ู้

1.2.1 ทำไมคณติศาสตรจ์งึสำคัญตอ่การเรยีนเคมคีวอนตัม

“พื้นฐานอะไรทีส่ำคัญทีส่ดุในการเร ิม่ศกึษาและทำวจัิยด้านกลศาสตร์เคมคีวอนตัม?” คำถามนี้ เปน็
คำถามงา่ย ๆ แตว่า่หลายคนน้ันมองข้ามไป ผมเร ิม่ต้นด้วยคำถามนี้กเ็พราะวา่อยากให้ผ ู้อา่นน้ันตระหนักกอ่น
วา่เน ื้อหาของวชิากลศาสตร์ควอนตัมโดยเฉพาะเคมคีวอนตัมน้ันมคีวามยากและซับซ้อนมาก ๆ ซึง่ในการเร ิม่
ศกึษาน้ัน นอกจากความร ู้เคมที ีเ่ราจะต้องมแีล้ว เราจะต้องมคีวามร ู้ทางคณติศาสตรด้์วย เพราะวา่กลศาสตรค์
วอนตัมเก ีย่วข้องกับสมการตา่ง ๆ มากมาย มท้ัีงการพสิจูน์ การดำเนนิการตา่ง ๆ รวมถงึการคำนวณทีซั่บซ้อน

คำถามถัดมาคอื “แล้วหัวข้อไหนในคณติศาสตร์ท ีส่ำคัญและจำเปน็ทีส่ดุสำหรับการศกึษากลศาสตร์ค
วอนตัมละ่?” ในการตอบคำถามนี้ ผ ู้อา่นต้องเข้าใจกอ่นวา่ในเคมคีวอนตัมน้ันใช้คณติศาสตรห์ลายหัวข้อมาก
ๆ ในการพสิจูน์และแก้สมการตา่ง ๆ ซึง่มคีวามจำเปน็และจะมองข้ามไปไมไ่ด้เลย เทา่ทีผ่มไปอา่นโพสต์ในฟ
อรัม่ของตา่งประเทศทีไ่ด้พดูคยุกันเก ีย่วกับสกลิพื้นฐานทีจ่ำเปน็สำหรับการเรยีนเคมคีวอนตัม ผมจับใจความ
ได้ดังนี้ (เปน็พื้นฐานทีจ่ำเปน็สำหรับการศกึษาควอนตัมทกุแขนง ไมเ่พยีงแคเ่คมคีวอนตัมเทา่น้ัน)

1. Linear Algebra : อยา่งน้อย ๆ เลยสิง่ท ี่ต้องร ู้ นัน่ก ็คอืพ ื้นฐานเร ือ่งเมทรกิซ์ (Matrix), ปรภิมู ิเวก
เตอร์ (Vector Spaces), Eigenvalues, Eigenvectors นัน่กเ็พราะวา่กลศาสตรค์วอนตัมน้ันเก ีย่วข้อง
กับเวกเตอร์ สว่นความร ู้ Eigenvalues กับ Eigenvectors น้ันเราจะใช้ในการแก้สมการชโรดงิเงอร์
สำหรับ Stationary State ของอะตอมหรอืโมเลกลุ
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2. Calculus: Derivatives, Integrals, Taylor Expansions เราใช้แคลคลัูสเยอะมากในการดำเนนิการ
หรอืตรวจสอบคณุสมบัตขิองฟงักชั์นคลืน่ รวมถงึเง ือ่นไขขอบเขต (Boundary Condition) ตา่ง ๆ

3. Differential Equations และ Partial Differential Equations ใช้ในการแก้สมการอนพัุนธ์ท้ังแบบ
เชงิเส้นและไมเ่ชงิเส้น

4. ความร ู้ด้านพกัิดระบบตา่ง ๆ เชน่ Cartesian Coordinates, Cylindrical Coordinates และ Spher-
ical Coordinates ซึง่ระบบพกัิดตา่ง ๆ นี้กจ็ำเปน็สำหรับการศกึษาอนภุาค

5. พื้นฐานเร ือ่งความนา่จะเปน็ (Probability) : ความนา่จะเปน็น้ันใช้เยอะมากในกลศาสตร์ควอนตัม
เชงิสถติ ิ (Statistical Quantum Mechanics) รวมไปถงึการนำกลศาสตร์ไปอธบิายกับทฤษฎีหรอื
ปรากฏการณต์า่ง ๆ

6. หัวข้ออืน่ ๆ : นอกจากนี้ ยังมหัีวข้ออืน่ ๆ อกีทีจ่ำเปน็ต้องร ู้สำหรับการศกึษากลศาสตรค์วอนตัมข้ันสงู
เชน่ Relativistic Quantum Mechanics

(a) Complex Analysis (โดยเฉพาะ Complex Integration)
(b) Functional Integration
(c) Functional Analysis
(d) Group Theory
(e) Calculus of Variations หรอื Variational Calculus
(f) Functional Integration
(g) Tensor Calculus

1.2.2 ทกุอยา่งเก ีย่วข้องกับเวกเตอรแ์ละเมทรกิซ์

ถ้าต้องให้ผมเลอืกหนึง่หัวข้อทีค่ดิวา่สำคัญมาก ๆ ท้ังในแงก่ารนำมาใช้ในการพัฒนาทฤษฎรีวมถงึการนำ
ไปประยกุต์ใช้งานจรงิ ผมคดิวา่พชีคณติเชงิเส้น (Linear Algebra) โดยเฉพาะเร ือ่งเวกเตอร์และเมทรกิซ์น้ัน
นา่จะสำคัญมากทีส่ดุ เหตผุลกค็อืผมคดิวา่เมทรกิซ์น้ันเปน็พื้นฐานมากทีส่ดุในกลศาสตร์ควอนตัม เร ิม่ต้ังแต ่
การกำหนดหรอืนยิามตัวแปรและพารามเิตอรต์า่ง ๆ เลยกว็า่ได้ ซึง่เราใช้เวกเตอรห์รอืเมทรกิซท้ั์งน้ัน นอกจาก
นี้ ในกลศาสตร์ควอนตัมน้ันเรามักจะวนเวยีนและว ุน่วายอย ูกั่บฟงักชั์นคลืน่ (Wavefunction) เร ิม่ต้ังแตก่าร
Represent ฟงักชั์นคลืน่เรากใ็ช้เวกเตอร์และเมทรกิซ,์ การดำเนนิการ (Operation) ตา่ง ๆ กใ็ช้เอกลักษณ์
และคณุสมบัติของเมทรกิซ์ ดังน้ันความร ู้ เก ีย่วกับเมทรกิซ์น้ันจงึเปน็ส ิง่ท ี่เราจำเปน็ต้องใช้และไมม่ ีใครหนี
พ้น ซึง่น ียั่งไมร่วมถงึการนำไปใช้งานจรงิในกลศาสตรค์วอนตัมเชงิการคำนวณ (Computational Quantum
Mechanics) ซึง่เก ีย่วข้องกับการเขยีนโปรแกรมทีเ่ราจำเปน็ทีจ่ะต้องแก้สมการเชงิเส้นตา่ง ๆ เพือ่หาคำตอบ
ออกมา
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ตัวอยา่งอันหนึง่ท ีเ่หน็ภาพได้ชัดกค็อืสมการชโรดงิเงอร์ (ผมจะยังไมล่งรายละเอยีด ณ ตอนนี้)

Hamiltonian · Wavefunction = Energy · Wavefunction (1.2.1)

จะเหน็ได้วา่เรามีท้ัง Hamiltonian, Wavefunction, และ Energy อย ู่ในสมการ ซึง่ ท้ัง 3 พารามเิตอร์น ี้
น้ันในสามารถถกูเขยีนได้งา่ย ๆ เลยด้วยการใช้ เมทรกิซ์ซึง่ทำให้งา่ยตอ่การตคีวาม เมือ่ ตัวแปรท้ัง 3 ตัว
เปน็แค ่เมทรกิซ์ เวลาที่เราจะเขยีนฟงักชั์นคลืน่ ให้อย ู่ในรปูการกระจายในฟอรม์ตา่ง ๆ แบบไหนกต็ามก็
ทำได้งา่ยขึ้น นอกจากนี้ เรายังสามารถใช้คณุสมบัตขิองเมทรกิซ์เข้ามาชว่ยได้อกี เชน่ สำหรับวชิาโครงสร้าง
เชงิอเิลก็ทรอนกิส์ (Electronic Structure) ซึง่เปน็หัวข้อหนึง่ของเคมคีวอนตัมน้ัน เราสามารถเขยีนฟงักชั์น
คลืน่ให้อย ูใ่นรปูของผลรวมเชงิเส้นของผลคณูระหวา่ง Basis Function กับสัมประสทิธ ิ์ออร์บทัิลเชงิโมเลกลุ
(Molecular Orbitals Coefficient) ได้

นอกจากนี้แล้ว การทีเ่ราเข้าใจเร ือ่งเมทรกิซน้ั์นยังชว่ยให้เข้าใจวธิหีรอืกระบวนการในการแก้สมการตา่ง
ๆ ในกลศาสตร์ควอนตัมอยา่งเปน็ข้ันเปน็ตอน โดยเฉพาะตอนทีเ่ราจะต้องเขยีนโปรแกรมเพือ่แก้สมการน้ัน
เรากใ็ช้เมทรกิซเ์ยอะมาก ๆ

1.2.3 เบซสิ

สิง่แรกทีต้่องทำความเข้าใจเก ีย่วกับตัวแปรทางเคมคีวอนตัมกค็อืปรภิมูขิองเวกเตอร์ (Vector) โดยเรา
เร ิม่ต้นด้วยการใช้ Dirac Notation สำหรับ Vector Space S เรากำหนดให้ α |a⟩ เปน็สมาชกิของ S และ
เราทำการกำหนดสิง่ท ีเ่รยีกวา่ Dual Vector α∗ ⟨a| โดยที่ α∗ เปน็ Complex Conjugate ของ α

สำหรับการดำเนนิการทางคณติศาสตร์ของเวกเตอร์ ส ิง่แรกทีเ่ราควรจะต้องร ู้กค็อืการคณูเวกเตอร์ 2
อันแบบภายใน Inner Product (เชน่ |a⟩ กับ |b⟩) ซึง่จะได้ผลลัพธเ์ปน็ตัวเลขหรอืปรมิาณสเกลาร์ ดังน ี้

⟨a|b⟩ = α ∈ C (1.2.2)

ซึง่การคณูแบบนี้ เปน็การคณูแบบจดุระหวา่งเวกเตอร์นัน่เอง (u · v) และการนยิามการคณูแบบนี้จะทำให้
การสลับทีข่องเวกเตอรน้ั์นยังคงมี Complex Conjugate ทีเ่หมอืนกันอย ู่

⟨b|a⟩ = ⟨a|b⟩∗ = α∗ (1.2.3)

โดยเราเรยีกเวกเตอร์ |a⟩ กับ |b⟩ ทีม่ผีลลัพธ์เปน็ 0 (Zero Inner Product) หรอื ⟨a|b⟩ = 0 วา่เปน็เวก
เตอร์แบบต้ังฉาก (Orthogonal) ซึง่มคีวามอสิระตอ่หรอืวา่ไมข่ึ้นตอ่กันนัน่เอง นอกจากนี้ Inner Product
ของท้ังสองเวกเตอรน้ั์นยังมคีวามเปน็เส้นตรง (Linear) อกีด้วย ดังนี้
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⟨c|αa+ βb⟩ = α ⟨c|a⟩+ β ⟨c|b⟩ (1.2.4)

และมคีวามเปน็ Anti-Linear1 ดังน ี้

⟨αa+ βb|c⟩ = α∗ ⟨a|c⟩+ β∗ ⟨b|c⟩ (1.2.5)

นอกจากนี้ยังเราสามารถนยิาม Norm ของเวกเตอรไ์ด้ด้วย (โดยทีเ่รายังใช้ Notation ของ Inner Prod-
uct อย ู)่ ดังน ี้

∥|a⟩ ∥=
√

⟨a|a⟩ ∈ R (1.2.6)

ซึง่ Norm ตามทีน่ยิามนี้มเีง ือ่นไขดังตอ่ไปนี้

∥|a⟩ ∥> 0 if |a⟩ ̸= |0⟩
∥|a⟩ ∥= 0 if |a⟩ = |0⟩

(1.2.7)

และเรากเ็รยีกเวกเตอร์ |a⟩ ทีม่ ี Unit Norm (⟨a|a⟩ = 0) วา่เปน็ Normalized Vector หรอืเวกเตอรท์ ีถ่กู
ทำให้เปน็ปกติ

ลำดับตอ่ไปทีผ่มอยากจะให้ผ ู้อา่นทำความเข้าใจกค็อืการ Represent ปรภิมูเิวกเตอร์ในทางกลศาสตร์
ควอนตัม ต้องเกร ิน่กอ่นวา่ปรภิมูเิวกเตอร์ S น้ันจรงิ ๆ แล้วกเ็ปน็แคเ่ซตของเวกเตอร์หลาย ๆ อันนัน่เอง
(เราเลยเรยีกวา่ปรภิมู)ิ ซึง่ถ้าหากวา่เซตของเวกเตอร์ของเราน้ันมหีลาย ๆ เวกเตอร์ กจ็ะทำให้ปรภิมูเิวกเตอร์
ของเราน้ันมจีำนวนมติทิ ีม่ากตามไปด้วย โดยจำนวนมติขิองปรภิมูเิวกเตอรน้ั์นกจ็ะเทา่กับจำนวนของเวกเตอร์
(N) ดังน้ันเราจงึเขยีน เบซสิ เปน็ภาษาทางคณติศาสตรไ์ด้ดังนี้ {|ϕi⟩ , i = 1, . . . , N} โดยทีเ่ราสามารถ
เขยีนเวกเตอร์ |a⟩ ∈ S ได้ในรปูของผลรวมเชงิเส้นของสมาชกิแตล่ะตัวในเบซสิ (ซึง่สมาชกิแตล่ะตัวกค็อืเวก
เตอรนั์น่เอง)

|a⟩ =
N∑
i=1

ai |ϕi⟩ (1.2.8)

โดยที่ ai น้ันคอืคา่สัมประสทิธ ิ์ของสมาชกิของเบซสิแตล่ะตัวซึง่จะมคีา่จำเพาะและไมเ่หมอืนกัน ผมอยากให้
ลองคดิตามงา่ย ๆ วา่ จริง ๆ แล้ว |a⟩ น้ันก็เปน็แค่ผลลัพธ์ท่ีได้จากการคณูแบบจดุ (Dot Product) ของเวก

1ผมไมร่ ู้วา่จะแปลคำวา่ Anti-Linear ยังไงด ี
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เตอร์แบบแถวของฟังก์ชันเบซิส |ϕ⟩ = (|ϕ1⟩ , |ϕ2⟩ , . . . , |ϕN⟩) กับเวกเตอร์แบบหลักของสัมประสิทธ์ิ
a = (a1, a2, . . . , aN)

T

|a⟩ = (|ϕ1⟩ , |ϕ2⟩ , . . . , |ϕN⟩)


a1
a2
...
aN

 = |ϕ⟩a (1.2.9)

โดยที่ ⟨ϕ| คอืเวกเตอรแ์บบหลักของ Dual Vector ซึง่มหีน้าตาดังตอ่ไปนี้

⟨ϕ| =


⟨ϕ1|
⟨ϕ2|

...
⟨ϕN |

 (1.2.10)

ปรมิาณอกีอันหนึง่ท ีส่ำคัญมาก ๆ ในเคมคีวอนตัมเพราะเปน็ปรมิาณทีส่ามารถบง่บอกได้ถงึคณุลักษณะ
ของเบซสินัน่กค็อืเมทรกิซซ้์อนทับ (Overlap Matrix) ซึง่มนียิามดังนี้

Sij = ⟨ϕi|ϕj⟩ (1.2.11)

และเมือ่ผ ู้อา่นศกึษาเคมคีวอนตัมไปเร ือ่ย ๆ จะพบวา่บอ่ยคร้ังทีเ่ราจะต้องเจอกับสิง่ท ีเ่รยีกวา่ Orthonormal
Bases ซึง่กค็อืเบซสิ พดูงา่ย ๆ คอื Orthonormal Basis น้ันกค็อืเบซิสทีม่ ีคณุสมบัติ Orthogonal และ
Normal ผสมกันอย ูนั่น่เอง

⟨ϕi|ϕi⟩ = 1 ∀i
⟨ϕi|ϕj⟩ = 0 ∀ij, i ̸= j

(1.2.12)

แตเ่รามักจะพบเหน็การเขยีนเขยีนเง ือ่นไขของ Orthonormality ตามตำราหรอืบทความงานวจัิยทีส้ั่นและ
กระชับกวา่ ดังนี้

⟨ϕi|ϕj⟩ = δij ∀ij (1.2.13)

โดยที่ δij น้ันมชี ือ่เรยีกวา่ Kronecker Delta Function

เรายังสามารถทีจ่ะเขยีน Overlap Matrix ได้โดยการใช้ Expression ดังตอ่ไปนี้
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S = ⟨ϕ|ϕ⟩ (1.2.14)

=


⟨ϕ1|
⟨ϕ2|

...
⟨ϕN |

 (|ϕ1⟩ , |ϕ2⟩ , . . . , |ϕN⟩) (1.2.15)

=


⟨ϕ1|ϕ1⟩ ⟨ϕ1|ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ1|ϕN⟩
⟨ϕ2|ϕ1⟩ ⟨ϕ2|ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ2|ϕN⟩

... . . . ...
⟨ϕN |ϕ1⟩ ⟨ϕN |ϕ2⟩ · · · ⟨ϕN |ϕN⟩

 (1.2.16)

จากข้อมลูทีเ่รามเีก ีย่วกับ Overlap Matrix ถ้าหากวา่เรามี Orthonormal Basis เราจะสามารถหาคา่
ของสัมประสทิธ ิต์ามสมการ (1.2.8) ได้โดยการใช้ Inner Product ของ |a⟩ กับสมาชกิแตล่ะตัวของเบซสิ

⟨ϕk|a⟩ =
N∑
i=1

ai ⟨ϕk|ϕi⟩ (1.2.17)

=
N∑
i=1

aiδki (1.2.18)

= a1δk1 + a2δk2 + . . .+ ak δkk︸︷︷︸
1

+ . . . (1.2.19)

= ak (1.2.20)

จะเหน็ได้วา่สมการด้านบนน้ันถกูลดรปูจากอนกุรมเหลอืแค ่ ak ซึง่ถ้าสังเกตให้ดจีะพบวา่ทรคิทีเ่ราใช้ในการ
Simplify สมการชดุนี้กค็อืวา่จะมแีคเ่ทอมที่ Index i มคีา่เทา่กับ k เทา่น้ันทีจ่ะมคีา่เทา่กับ 1 (ตามเง ือ่นไข
Kronecker Delta Function กอ่นหน้านี้) ซึง่การทำ Simplication แบบนี้ เปน็เทคนคิอยา่งหนึง่ท ีผ่ ู้อา่นควร
จะต้องทำความคุ้นเคยให้ด ี เพราะวา่เราจะใช้ทรคินี้อกีเยอะเลยในเคมคีวอนตัม สรปุคอืสมการ (1.2.17) น้ัน
แสดงให้เราเหน็วา่สัมประสทิธ ิ์ ak น้ันเปน็ Inner Product ⟨ϕk|a⟩ ในการกระจายของเวกเตอร์ |a⟩

ถ้าหากวา่เรามเีวกเตอร์ 2 อัน เชน่ |a⟩ กับ |b⟩ ทีถ่กูเขยีนให้กระจายในรปูของ Orthonormal Basis ที่
เหมอืนกัน ดังนี้

|a⟩ =
N∑
i=1

ai |ϕi⟩

|b⟩ =
N∑
i=1

bi |ϕi⟩

(1.2.21)
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เราจะสามารถเขยีน Inner Product ของเวกเตอรท้ั์ง 2 อันนี้ได้ตามนี้

⟨a|b⟩ =

〈
N∑
i=1

aiϕi

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

bjϕj

〉
=

N∑
i=1

N∑
j=1

a∗i ⟨ϕi|ϕj⟩︸ ︷︷ ︸
δij

bj

=
N∑
i=1

a∗i bi = (α∗
1, α

∗
2, . . .)

b1b2
...

 = a†b

(1.2.22)

โดยเทอมขวาสดุของสมการนี้ เปน็การเขยีน Inner Product ในเทอมของ Dot Product ระหวา่งเวกเตอร์
(a†b) แล้วกตั็วห้อย “†” น้ันคอื Conjugate Transpose ของเวกเตอร1์ ซึง่น ีแ่สดงให้เหน็วา่ในการหา
Orthonormal Basis น้ัน เราสามารถเขยีนกระจาย Inner Product ของเวกเตอร์ 2 อันได้โดยการใช้ Inner
Product ของสัมประสทิธ ิข์องเวกเตอร์

1.2.4 ตัวดำเนนิการเชงิเส้น

“ตัวดำเนนิการ (Operators) คอือะไร?” ในหัวข้อนี้ เราจะมาหาคำตอบกัน ผมคดิวา่นยิามอยา่งเปน็
ทางการของ “ตัวดำเนนิการ” ทีพ่อจะเข้าใจได้งา่ยหนอ่ยนัน่กค็อื “วัตถทุางคณติศาสตร์ (Mathematical
Objects) แบบหนึง่ท ีส่ามารถแปลงเวกเตอร์อันหนึง่ไปเปน็เวกเตอร์อกีอันหนึง่ได้ (เปลีย่นเวกเตอร์อันเกา่ให้
เปน็อันใหม)่”

Â |a⟩ = |b⟩ (1.2.23)

สำหรับเคมคีวอนตัมน้ันเราจะสนใจเฉพาะ ตัวดำเนนิการเชงิเส้น (Linear Operators) เปน็พเิศษ ซึง่จะต้อง
สอดคล้องกับเง ือ่นดังตอ่ไปนี้ด้วย

Â(α |a⟩+ β |b⟩) = αÂ |a⟩+ βÂ |b⟩ (1.2.24)

นอกจากนี้แล้วยังมเีร ือ่งของการกระทำ (Action) ของตัวดำเนนิการตอ่เวกเตอรอ์กีด้วย โดยเราจะใช้ส ิง่
ท ีเ่รยีกวา่ Matrix Representation ซึง่ผมอยากจะให้ผ ู้อา่นลองดสูมการด้านลา่งตอ่ไปนี้กอ่น

1เราสามารถคำนวณ Conjugate Tranpose ได้โดยการนำเมทรกิซม์าทำการ Tranpose แล้วคำนวณ Complex Conjugate
ของสมาชกิแตล่ะตัว



10 บทที่ 1. กลศาสตรค์วอนตัมเชงิโมเลกลุ

N∑
i=1

⟨ϕk| Â |ϕi⟩︸ ︷︷ ︸
Aki

ai =
∑
i

bi ⟨ϕk|ϕi⟩

N∑
i=1

Akiai = bk

(1.2.25)

จะเหน็ได้วา่เราสามารถทำการคำนวณ Inner Product ระหวา่งเวกเตอร์และโอเปอร์เรเตอร์ Â ได้ ซึง่ส ิง่
ท ีเ่ราได้ออกมาน้ันคอื Aki ซึง่กค็อื Matrix Representation ของโอเปอร์เรเตอร์ Â นัน่เอง โดย Matrix
Representation อันนี้มนียิามคอื Aki = ⟨ϕk| Â |ϕi⟩ แล้วเรายังสามารถเขยีนสมการด้านบนนี้ ให้กระชับ
กวา่นี้ได้โดยการใช้ Matrix-Vector Notation ดังนี้

b = Aa (1.2.26)

โดยที่A คอืเมทรกิซท์ ีม่สีมาชกิแตล่ะตัวเปน็ (A)ki = ⟨ϕk| Â |ϕi⟩

ลำดับตอ่ไปเราจะมาด ูรายละเอยีดวา่ เราจะสามารถเขยีนกระจายโอเปอร์ เร เตอร์ในรปูของ Outer
Product ของสมาชกิแตล่ะตัวของเบซสิ ซึง่ Outer Product ของเวกเตอร์ 2 อัน (|a⟩ กับ |b⟩) น้ันมสีมการ
ดังตอ่ไปนี้

|a⟩ ⟨b| (1.2.27)

เม ือ่เรานำ Outer Product มาคณูกับ Ket Vector (โดยให้ Ket Vector น้ันอย ูท่างด้านขวา) เราจะได้ Inner
Product เกดิขึ้นมาในทางด้านซ้ายน้ันเอง เชน่

(|a⟩ ⟨b|) |c⟩ = |a⟩ ⟨b|c⟩ (1.2.28)

และในทำนองเดยีวกัน ถ้าหากวา่เรานำ Ket Vector ไปคณูทางด้านซ้ายของ Outer Product เรากจ็ะได้
Inner Product ทีค่ล้ายกัน นอกจากนี้เรายังพบอกีวา่โอเปอรเ์รเตอร์ Â ทีเ่รานำไปใช้กับ State |a⟩ น้ันจะให้
ผลลัพธท์ ีเ่ปน็ State |b⟩ ออกมานัน่เอง กลา่วคอื Â |a⟩ = |b⟩ สามารถเขยีนได้ดังนี้

Â = |b⟩ ⟨a| (1.2.29)

นัน่กเ็พราะวา่

Â |a⟩ = |b⟩ ⟨a|a⟩︸ ︷︷ ︸
=1

= |b⟩ (1.2.30)
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ปกตแิล้วเราสามารถ Represent ตัวดำเนนิการเชงิเส้นได้โดยการใช้ผลรวมของ Outer Product นำมา
คณูด้วย Matrix Elements ตัวอยา่งเชน่ ให้ผ ู้อา่นลองพจิารณา Orthonormal Basis {ϕi} และผลรวมของ
Outer Product ของสมาชกิของแตล่ะเบซสิ ({ϕi}) ดังน ี้

1̂ =
∑
i

|ϕi⟩ ⟨ϕi| (1.2.31)

ซึง่เราจะได้นยิามปรมิาณอันใหมน่ ี้ ได้วา่เปน็ ตัวดำเนนิการเอกลักษณ์ (Identity Operator) และเพือ่ยนืยัน
วา่สมการที่ (1.2.31) น้ันถกูต้อง เราสามารถตรวจสอบได้โดยการนำ 1̂ ไปกระทำกับเวกเตอรทั์ว่ไป |a⟩ ดังน ี้

1̂ |a⟩ =
∑
i

|ϕi⟩ ⟨ϕi|a⟩︸ ︷︷ ︸
ai

=
∑
i

|ϕi⟩ ai = |a⟩ (1.2.32)

แล้วผมกอ็ยากจะเน้นด้วยวา่เราจะใช้เง ือ่นไข 1̂ =
∑

i |ϕi⟩ ⟨ϕi| ได้เฉพาะกับ Orthonormal Basis เทา่น้ัน

1.2.5 ความเชือ่มโยงระหวา่ง Representations ของฟงักชั์นคลืน่

หัวข้อยอ่ยถัดมาที่ผมอยากให้ผ ู้ อา่นศกึษาก ็คอื Formalism ที่เก ีย่วข้องกับกลศาสตร์ควอนตัม โดย
เฉพาะ Representation ทีเ่รานำมาใช้ในการแสดงฟงักชั์นคลืน่ (Wavefunction) เพือ่อธบิายให้เหน็ภาพ
มากขึ้น เราจะเร ิม่ด้วยการพจิารณาเบซสิเชงิตำแหนง่ (Position Basis) {|x⟩ ,−∞ < x < ∞} ซึง่
เบซสิอันนี้ เปน็ Orthogonal ด้วย กลา่วคอื ⟨x|x′⟩ = 0 ถ้าหากวา่ x ̸= x′ แล้วเราจะสามารถทำการ
Normalize เบซสิอันนี้ให้เปน็ Delta ได้ด้วย ดังนี้

⟨x|x′⟩ = δ(x− x′) (1.2.33)

ซึง่จะทำให้อนิทกิรัลของเบซสิด้านบนนี้ น้ันจะมคีา่เทา่กับ 1 ดังนี้

∫
⟨x|x′⟩ dx = 1 (1.2.34)

ดังน้ันผมจงึอยากจะสรปุให้เข้าใจงา่ย ๆ วา่แท้จรงิแล้วน้ัน แล้วฟังก์ชันคล่ืนในทางกลศาสตร์ควอนตัม
น้ันไม่ใช่อะไรเลย แต่เปน็แค่ Representation ของเวกเตอร์ |Ψ⟩ บนเบซิสเชิงตำแหน่ง ดังน ี้

Ψ(x) ≡ ⟨x|Ψ⟩ (1.2.35)
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ซึง่เราสามารถเขยีน Identity Operator ในรปูของเบซสิเชงิตำแหนง่ได้ดังนี้

1̂ =

∫
|x⟩ ⟨x| dx (1.2.36)

แล้วเรากส็ามารถเขยีน Inner Product ⟨Ψ|Ψ⟩ ในทางกลศาสตรค์วอนตัมได้ดังนี้

⟨Ψ|Ψ⟩ = ⟨Ψ|
(∫

|x⟩ ⟨x| dx
)
|Ψ⟩ (1.2.37)

=

∫
⟨Ψ|x⟩ ⟨x|Ψ⟩ dx (1.2.38)

=

∫
Ψ(x)∗Ψ(x)dx (1.2.39)

=

∫
|Ψ(x)|2dx (1.2.40)

1.2.6 ตัวดำเนนิการพเิศษ

ลำดับตอ่ไปคอืเร ือ่งของตัวดำเนนิการพเิศษแบบตา่ง ๆ ทีเ่ราจะต้องเจอในกลศาสตร์เคมคีวอนตัม โดย
ตัวดำเนนิการแรกน้ันกค็อืเมทรกิซพ์เิศษทีเ่รยีกวา่ คอนจเูกตเอรม์เีชยีน (Hermitian Conjugate) เร ิม่ต้นด้วย
การกำหนดให้มตัีวดำเนนิการ Â แล้วเราจะทำการนยิามวา่ Hermitian Conjugate ของตัวดำเนนิการนี้กค็อื
Â† ซึง่กระทำอย ูบ่น Dual Vector (Â |a⟩) โดย Hermitian Conjugate น้ันจะต้องสอดคล้องกับเง ือ่นไขตอ่
ไปนี้

⟨a| Â |b⟩ = ⟨b| Â† |a⟩∗ (1.2.41)

แล้วกค็ณุสมบัตทิ ีส่ำคัญอยา่งหนึง่ของ Hermitian Conjugate กค็อืเราสามารถสลับลำดับตำแหนง่ของตัว
ดำเนนิการ พดูงา่ย ๆ คอื Hermitian Conjugate ของเวกเตอร์ 2 อันที่คณูกันน้ันจะเทา่กับ Hermitian
Conjugate ของเวกเตอรแ์ตล่ะตัวทีส่ลับตำแหนง่กันแล้วมาคณูกัน ดังนี้

(ÂB̂)† = B̂†Â† (1.2.42)

ตัวดำเนนิการพเิศษทีส่ำคัญมากอันหนึง่กค็อื ตัวดำเนนิการเอร์มเีชยีน (Hermitian Operator) ซึง่ม ี
นยิามคอืต้องเปน็ Hermitian Conjugate ทีเ่หมอืนกันกับตัวดำเนนิการอันเดมิ
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Â† = Â (1.2.43)

และด้วยคณุสมบัตพิเิศษอันนี้ น ีเ่องทีท่ำให้ Hermitian Operator น้ันถกูนำมาใช้เยอะมากในเคมคีวอนตัม
เพราะวา่มคีา่ไอเกนแบบจรงิ (Real Eigenvalues) ซึง่เปน็ผลเฉลยหรอืคำตอบของสมการไอเกนเวกเตอร์ ดังน ี้

Â |a⟩ = λ |a⟩ (1.2.44)

ตัวดำเนนิการพเิศษอกีตัวทีเ่ราควรร ู้กค็อื ตัวดำเนนิการแบบเดีย่ว (Unitary Operator) ซึง่มนียิามคอื
ต้องเปน็ Hermitian Conjugate ทีอ่นิเวอรส์ (Inverse) ของตัวเองน้ันต้องเทา่กับตัวดำเนนิการอันเดมิ

Â† = Â−1 (1.2.45)

สำหรับ Unitary Operator น้ันเรามเีง ือ่นไขเพิม่เตมิตอ่ไปนี้ด้วย

Â†Â = Â−1Â = 1

ÂÂ† = ÂÂ−1 = 1
(1.2.46)

นอกจากนี้ แล้ว Unitary Operator น้ันยังไมเ่ปลีย่นคา่ Norm ของ State ทีเ่รานำมันไปกระทำอกีด้วย ซึง่
สามารถพสิจูนใ์ห้ดไูด้จากตัวอยา่งดังตอ่ไปนี้

Û |a⟩ = |b⟩ (1.2.47)

เม ือ่เรานำ Unitary Operator เข้าไปกระทำกับ State |a⟩ จะพบวา่เรากจ็ะยังได้คา่ Norm ของ |a⟩ ทีเ่หมอืน
เดมิ

∥|b⟩ ∥=
√
⟨b|b⟩ =

√
⟨a| Û †Û |a⟩ =

√
⟨a| Û−1Û︸ ︷︷ ︸

1̂

|a⟩ =
√

⟨a|a⟩ = ∥|a⟩ ∥ (1.2.48)

เราจงึสรปุวา่ได้ Unitary Operator มคีวามสามารถในการรักษาคา่ Norm ของ State

สดุท้ายนี้ผมขอสรปุเก ีย่วกับความสำคัญของคณติศาสตร์ตอ่เคมคีวอนตัมวา่ ท้ายทีส่ดุแล้วคณติศาสตร์
ทกุหัวข้อน้ันกม็คีวามสำคัญเทา่กันหมดและเปน็รากฐาน (Foundation) ทีส่ำคัญในการพัฒนาวธิใีหม ่ ๆ ให้ด ี
กวา่วธิเีดมิ ๆ แตว่า่เราจะได้นำความร ู้ของแตล่ะหัวข้อมาใช้มากหรอืน้อยน้ันกข็ึ้นอย ูกั่บหัวข้อเฉพาะทางของ
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กลศาสตรท์ ีเ่ราน้ันสนใจหรอืทำงานอย ู่ แม้วา่อาจจะมหัีวข้อหลาย ๆ อันทีเ่ราจำเปน็ต้องใช้ตลอดเวลา เชน่ เม
ทรกิซ์หรอืแคลคลัูส แตถ้่าหากวา่เราไมม่คีวามร ู้ของบางหัวข้อทีเ่ราคดิวา่จะไมไ่ด้ใช้ เรากค็งจะมปีญัหาแน่ ๆ
เม ือ่ถงึเวลาทีเ่ราจำเปน็ต้องใช้ความร ู้เหลา่น้ัน

1.3 หนว่ยอะตอม

ในการศกึษาอะตอมและโมเลกลุน้ัน นักเคมเีชงิทฤษฎมัีกจะมกีารกำหนดหนว่ยขึ้นมาเพือ่ให้งา่ยตอ่การ
ศกึษาคณุสมบัตติา่ง ๆ ของอะตอม เชน่ ตำแหนง่, มวล, โมเมนตัม ซึง่หนว่ย (Units) ท ีจ่ะชว่ยให้ชวีติของ
นักเคมีทฤษฎีงา่ยมากมากขึ้นในการพัฒนาทฤษฎีและทำให้การคำนวณงา่ยขึ้นน้ันควรจะต้องทำให้คา่ของ
คณุสมบัตติา่ง ๆ ทีไ่ด้กลา่วมาน้ันมคีา่เทา่กับหรอืเข้าใกล้ 1 ให้มากทีส่ดุ ซึง่จะชว่ยให้เราไมต้่องไปใช้คา่จรงิ ๆ
ของปรมิาณตา่ง ๆ ในการคำนวณ ตัวอยา่งเชน่ เรากไ็มจ่ำเปน็ทีจ่ะต้องใช้คา่มวลจรงิ ๆ ของอเิลก็ตรอน

หนว่ยทีถ่กูนำมาใช้มากทีส่ดุในเคมคีวอนตัมน้ันกค็อืหนว่ยอะตอม (Atomic Units ยอ่ส้ัน ๆ เปน็ a.u.)
โดย Atomic Units นี้ถกูกำหนดคา่ดังนี้

Electron Mass = me = 1 (1.3.1)
Electron Charge = e = 1 (1.3.2)

Action = h̄ =
h

2π
= 1 (1.3.3)

Coulomb’s Constant = ke =
1

4πϵ0
= 1 (1.3.4)

Dimension สัญลักษณ์ (ช ือ่) คา่ในหนว่ยอืน่
Length a0 (bohr) 0.52918 Å = 0.52918 10−10 m
Mass me 9.1095× 10−31 Kg
Charge e 1.6022× 10−19 C
Action h̄ 1.05457× 10−34 J · s
Energy Eh (Hartree) 627.51 kcal/mol

27.211 eV
219474.63 cm−1

4.3598× 10−18 J
Time 2.41889× 10−17 s ≈ 1/41.3 fs

ตาราง 1.1 แสดง Conversion Factor ระหวา่ง Atomic Units กับหนว่ยอืน่ ๆ และความเรว็ของแสงใน
หนว่ย Atomic Units คอื α−1 ≈ 137 a.u.
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1.4 สมการชโรดงิเงอร์

สมการชโรดงิเงอร์เปน็ส ิง่ท ีช่ว่ยให้เราสามารถเข้าใจพฤตกิรรมของโมเลกลุได้ การทีเ่ราร ู้คำตอบหรอืผล
เฉลยของสมการน้ันนำไปส ูก่ารเข้าใจข้อมลูตา่ง ๆ ของโมเลกลุ (พดูให้ครอบคลมุกวา่น ี้คอืระบบแบบ Micro-
scopic) ทีอ่ณุหภมู ิ 0 K โดยสมการชโรดงิเงอร์ท ีข่ึ้นกับเวลา (Time-Dependent Schrödinger Equation)
น้ันมหีน้าตาดังนี้

ĤΨ(r⃗1...N , t) = ih̄
∂Ψ(r⃗1...N , t)

∂t
(1.4.1)

โดยทีตั่วแปรในสมการมดัีงนี้

• Ĥ คอืโอเปอรเ์รเตอรข์องพลังงาน

• Ψ คอืฟงักชั์นคลืน่ท ีข่ึ้นอย ูกั่บพกัิดหรอืตำแหนง่ของอนภุาค (ในทีน่ ี้คอือเิลก็ตรอน) ท้ังหมด N ตัว เรา
จงึใช้เวกเตอรแ์ทน r⃗1, r⃗2, . . . , r⃗N

• i คอืหนว่ยจนิตภาพ (
√
−1)

• h̄ คอืคา่คงทีข่องพลังค์แบบลดรปู (Reduced Planck’s constant) มคีา่เทา่กับ 1.054 571 82 ×
10−34 m2 kg s−1

ตัวแปรที่นา่จะมีความสำคัญทีส่ดุก ็คอื Ĥ ซึง่ เปน็โอเปอร์ เร เตอร์ท ี่เปน็ผลรวมของโอเปอร์ เร เตอร์
พลังงานศักยแ์ละโอเปอรเ์รเตอรพ์ลังงานจลน์ ดังน ี้

Ĥ = T̂ + V̂ (1.4.2)

โดยทีโ่อเปอร์เรเตอร์พลังงานจลน์ของระบบ T̂ น้ันกค็อืผลรวมของโอเปอร์เรเตอร์พลังงานจลน์ของอนภุาค
แตล่ะตัวนัน่เอง

T̂ =
N∑
i=1

−h̄2

2mi

∇2
i (1.4.3)

โดยที่mi คอืมวลของอนภุาค i, N คอืจำนวนของอนภุาค และ ∇2
i คอื Laplacian ในพกัิดคารท์เีซยีนของ

อนภุาค i ซึง่มสีมการดังนี้

∇2
i =

∂2

∂x2i
+

∂2

∂y2i
+

∂2

∂z2i
(1.4.4)
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โดยที่ r⃗i = (xi, yi, zi) คอืเวกเตอรข์องตำแหนง่ในพกัิดคารท์เีซยีน

สว่นพลังงานจลนข์องระบบ (V̂ (r⃗1...N)) น้ันจรงิ ๆ แล้วมคีวามซับซ้อนมากเพราะวา่ประกอบไปด้วย
พลังงานจลนห์ลาย ๆ รปูแบบมารวมกันแล้วกจ็ะมคีวามเฉพาะตอ่ระบบทีเ่ราศกึษา สำหรับเคมน้ัีนระบบทีเ่รา
สนใจศกึษาคอืโมเลกลุ ดังน้ันโอเปอร์เรเตอร์พลังงานศักย์น้ันจะต้องสอดคล้องกับพลังงานศักย์ของนวิเคลยีส
และอเิลก็ตรอนเปน็หลักซึง่ผ ู้อา่นจะได้ศกึษาในหัวข้อที่

คราวนี้ เรากลับมาด ูท ี่ฟงักชั์นคลืน่ กันตอ่ ถ้าหากวา่ฟงักชั์นคลืน่ของ เรา น้ัน เปน็ฟงักชั์นที่ขึ้นอย ู่กับ
ตำแหนง่ของอนภุาคเพยีงอยา่งเดยีวและไมข่ึ้นกับเวลา เราสามารถเขยีนฟงักชั์นคลืน่ของท้ังระบบให้อย ูใ่น
รปูผลคณูของฟงักชั์นคลืน่ของอนภุาคแตล่ะตัวได้โดยใช้เทคนคิทีเ่รยีกวา่ Separation of Variables ซึง่เราจะ
ได้สมการดังนี้

Ψ(r⃗1...N , t) = ψ (r⃗1...N) θ(t) (1.4.5)

ซึง่เม ือ่เรานำสมการด้านบนแทนเข้าไปในสมการชโรดงิเงอรเ์ราจะได้สมการดังนี้

1

ψ
Ĥψ = ih̄

1

θ

∂θ

∂t
(1.4.6)

เน ือ่งจากวา่ฝ ัง่ซ้ายของสมการน้ันเปน็ฟงักชั์นทีข่ึ้นกับ r⃗1...N อยา่งเดยีวและฝ ัง่ขวาน้ันเปน็ฟงักชั์นทีข่ึ้นกับ
t ดังน้ันท้ังสองฝ ัง่ของสมการน้ันจะต้องมคีา่เทา่กับคา่คงทีค่า่หนึง่ซึง่กค็อืพลังานของระบบ E แล้วเราจะ
ได้วา่สมการโชรดงิเงอร์ท ีข่ึ้นกับเวลาน้ันจะเปลีย่นแบบไมข่ึ้นกับเวลา (Time-Independent Schrödinger
Equation) ซึง่มสีมการดังนี้

Ĥψ = Eψ (1.4.7)

สำหรับ Hamiltonians เกอืบ ท้ังหมด (ไม ่ใช้ทกุ อัน) น้ันจะมีผลเฉลยสำหรับ Time-Independent
Schrödinger Equation ทีม่คีา่ท ีแ่นน่อน (Quantized) สำหรับแตล่ะ State n ของอนภุาค ดังนี้

Ĥψn = Enψn (1.4.8)

ซึง่เราสามารถตคีวามสมการที่ (1.4.8) ด้านบนได้วา่อนภุาคควอนตัมทีอ่ย ูใ่นสถานะที่ n จะมคีา่พลังงานที่
แนน่อนน้ัน En นอกจากนี้ แล้วสมการด้านบนน้ันเปน็ปญัหาแบบคา่ไอเกน (Eigenvalue Problem) โดยที่
En คอืคา่ไอเกนและψn คอืฟงักชั์นไอเกนของโอเปอรเ์รเตอร์ Ĥ ซึง่การทีเ่ราจะแก้สมการ Time-Independent
Schrödinger Equation น้ันจะต้องอาศัยเทคนคิพเิศษซึง่จะได้ศกึษาตอ่ในบทตอ่ ๆ ไป1

1 ต้ังแตส่ว่นนี้ของหนังสอืเปน็ต้นไปสมการโชรดงิเงอร์ (Schrödinger Equation) น้ันจะหมายถงึสมการชโรดงิเงอร์แบบทีไ่ม ่
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1.5 แฮมลิโทเนยีนเชงิโมเลกลุ

ในวชิาเคมคีวอนตัมน้ันเราจะนยิามวา่โมเลกลุน้ันประกอบไปด้วยอเิลก็ตรอน n ตัวและนวิเคลยีส N
ตัว โดยมคีณุสมบัตดัิงตอ่ไปนี้

• อเิลก็ตรอนมปีระจเุทา่กับ −e

• อเิลก็ตรอนมมีวลเทา่กับ me

• นวิเคลยีสตัวที่ I น้ันมปีระจเุทา่กับ ZIe

• นวิเคลยีสตัวที่ I มมีวลเทา่กับ mI

โดยทีอ่เิลก็ตรอนกับนวิเคลยีสน้ันจะถกูพจิารณาวา่เปน็จดุประจ ุ (Point Charges)

โอเปอร์เรเตอร์พลังงานจลน์ T̂ สำหรับโมเลกลุน้ันเราสามารถประยกุต์ใช้สมการที่ (1.4.3) ได้ ซึง่กค็อื
พลังงานจลนข์องท้ังอเิลก็ตรอนและนวิเคลยีสรวมกัน ดังนี้

T̂ =
N∑
I=1

−h̄2

2mI

∇2
I︸ ︷︷ ︸

Nuclei

+
n∑
i=1

−h̄2

2me

∇2
i︸ ︷︷ ︸

Electrons

(1.5.1)

สว่นโอเปอรเ์รเตอรพ์ลังงานศักย์ V̂ สำหรับโมเลกลุน้ันกจ็ะเปน็อันตรกริยิาคลูอมบ์ (Coulomb Inter-
action) ระหวา่งจดุประจ ุ ดังน ี้

V̂ =
N∑

I=1,1

ZIZJe
2

4πε0RIJ︸ ︷︷ ︸
Nucleus-Nucleus

+
n∑
i=1

N∑
I=1

−ZIe2

4πε0riI︸ ︷︷ ︸
Electron-Nucleus

+
n∑

i=1,1
j=i+1

e2

4πε0rij︸ ︷︷ ︸
Electron-Electron

(1.5.2)

ซึง่กค็อือันตรกริยิาระหวา่งทกุค ูท่ ีเ่ปน็ไปได้ นัน่คอื Nucleus-Nucleus, Electron-Nucleus และ Electron-
Electron สว่น ZIe น้ันกค็อืประจขุองนวิเคลยีสที่ I ซึง่ ZI น้ันกค็อืเลขอะตอมของนวิเคลยีส เชน่ ไฮโดรเจน
น้ันกจ็ะมี ZI = 1 และคารบ์อนกจ็ะมี ZI = 6 สว่น e น้ันคอืประจขุองอเิลก็ตรอนซึง่กค็อื −e นัน่เอง

โดยปกตแิล้วเรามักจะใช้ตัวห้อยทีเ่ปน็อักษรภาษาอังกฤษตัวใหญ่I, J,K, . . . เพ ือ่บง่บอกถงึนวิเคลยีส

ขึ้นกับเวลา (Time-Independent Schrödinger Equation) ถ้าหากผมต้องการทีจ่ะใช้คำวา่สมการชโรดงิเงอร์แบบทีข่ึ้นกับเวลา
(Time-Dependent Schrödinger Equation) กจ็ะเขยีนใช้คำนี้ตรง ๆ เลย
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และใช้ตัวอักษรตัวเลก็สำหรับอเิลก็ตรอน แล้วกจ็ะใช้R แทนระยะหา่งทีวั่ดจากนวิเคลยีสและใช้ r แทนระยะ
หา่งทีวั่ดจากอเิลก็ตรอนอยา่งน้อยหนึง่ตัว ซึง่เราสามารถใช้สมการตอ่ไปนี้ในการคำนวณ rij ได้

rij = |r⃗i − r⃗j|=
√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2 (1.5.3)

โดยที่ riI = |r⃗i − R⃗I | และ RIJ = |R⃗I − R⃗J | น้ันกม็นียิามแบบเดยีวกัน

ถ้าเราเขยีนโอเปอรเ์รเตอรพ์ลังงานจลนโ์ดยใช้หนว่ยอะตอม (a.u.) จะได้ดังนี้

T̂ = −1

2

N∑
I=1

1

mI

∇2
I︸ ︷︷ ︸

nuclei

− 1

2

n∑
i=1

∇2
i︸ ︷︷ ︸

electrons

(1.5.4)

และสำหรับโอเปอรเ์รเตอรพ์ลังงานศักย์

V̂ =
N∑

I=1,J=I+1

ZIZJ
RI︸ ︷︷ ︸

nucleus-nucleus

+
n∑
i=1

N∑
I=1

−ZI
riI︸ ︷︷ ︸

Electron-Nucleus

+
n∑

i=1,1
j=i+1

1

rij︸ ︷︷ ︸
Electron-Electron

(1.5.5)

ซึง่ถ้าหากเราเขยีน Hamiltonian ของโมเลกลุ Ĥmol โดยรวมโอเปอรเ์รเตอรท้ั์งสองตัวเข้าด้วยกัน จะได้ดังนี้

Ĥmol = T̂n + T̂e + V̂nn + V̂en + V̂ee (1.5.6)

โดยสองเทอมแรกน้ันกค็อืพลังงานจลนแ์ละสามเทอมทีเ่หลอืน้ันกค็อืพลังงานศักยค์ลูอมบ์

1.6 คณุสมบัตพิ ื้นฐานของฟงักชั์นคลืน่

โอเครครับ เราได้ศกึษาโอเปอร์เรเตอร์ Hamiltonian ซึง่เปน็โอเปอร์เรเตอร์สำหรับพลังงานกันไปแล้ว
ในหัวข้อนี้ เราจะมาดรูายละเอยีดของฟงักชั์นคลืน่กัน โดยผมจะเร ิม่การอธบิายคณุสมบัตขิองฟงักชั์นคลืน่กอ่น
ซึง่ถอืวา่เปน็พื้นฐานสำคัญมาก ๆ ทีผ่ ู้อา่นควรจะต้องเข้าใจกอ่นทีจ่ะไปศกึษาฟงักชั์นคลืน่แบบเชงิลกึตอ่ไป
โดยคณุสมบัตขิองฟงักชั์นคลืน่ท ีผ่มเลอืกมาอธบิายน้ันจะเปน็คณุสมบัตทิ ีส่ำคัญ ๆ เทา่น้ันซึง่จำเปน็และเพยีง
พอ่ตอ่การทำความเข้าใจในบทตอ่ ๆ ไป
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กอ่นอืน่เลยผมขออ้างการตคีวามฟงักชั์นคลืน่ของบอนส์ (Born’s Interpretation) ทีว่า่ “ψ∗
i ψi dτ

น้ันคอืความนา่จะเปน็สำหรับอนภุาคทีอ่ย ูใ่นสภาวะ i ในอนภุาคทีม่ปีรมิาตรเลก็มาก ๆ (dτ) โดยที่ ψ∗
i น้ัน

แทนคอนจเูกตเชงิซ้อน (Complex Conjugate) ของฟงักชั์นคลืน่ ψi” นัน่หมายความวา่ฟงักชั์นคลืน่อาจจะมี
สว่นเชงิซ้อนเปน็องคป์ระกอบกไ็ด้ อยา่งไรกต็ามความนา่จะเปน็ ψ∗

i ψi dτ มเีฉพาะสว่นจรงิเปน็องคป์ระกอบ
เทา่น้ันซึง่สอดคล้องกับเง ือ่นไขทีว่า่คณุสมบัตขิองฟงักชั์นคลืน่น้ันจะต้องสามารถสังเกตได้ (Observable)

กำหนดให้ความนา่จะเปน็สำหรับสถานะที่ i ซึง่เขยีนแทนด้วย ρi(r⃗) น้ันถกูทำให้เปน็ปกติ (ถกู Nor-
malized แล้ว) เราจะตคีวามได้วา่ความนา่จะเปน็รวมทีจ่ะพบอนภุาคทีต่ำแหนง่ไหนกต็ามใน Space น้ันจะมี
คา่เทา่กับ 1 ซึง่เขยีนแทนด้วยสมการดังนี้

∫
all space

ρi dτ =

∫
all space

ψ∗
i ψi dτ

= 1

(1.6.1)

โดยที่ dτ คอืปรมิาตรในพกัิดคารท์เีซยีนสำหรับอนภุาคหนึง่ตัวซึง่มนียิามแบง่ตามพกัิดอ้างองิ ดังนี้

• พกัิดคารท์เีซยีน dτ = dx dy dz

• พกัิดเชงิขัว่มนียิามคอื dτ = r2 sin(θ)dr dθdφ

ซึง่ถ้าหากเราทำอนิทเิกรตทัว่ท้ังปรมิาตรเราสามารถละขอบเขตการอนิทเิกรตออกไปได้ ดังนี้

∫
all space

. . . dτ ≡
∫
. . . dτ (1.6.2)

นอกจากนี้เรายังพบวา่ถ้า ψ น้ันถกู Normalized แล้ว Ψ(t) กจ็ะถกู Normalized ด้วย ซึง่เรากจ็ะได้
ความสัมพันธดั์งนี้

Ψ∗(t)Ψ(t) = ψ∗ψ (1.6.3)

สำหรับนยิามถัดมากค็อืโอเปอร์เรเตอร์ Ω̂ ซึง่ม ีคา่คาดหวัง (Expectation Value) สำหรับระบบใน
สถานะ i (⟨Ω⟩i) ดังน ี้

⟨Ω⟩i ≡
∫
ψ∗
i Ω̂iψi dτ∫
ψ∗
i ψi dτ

(1.6.4)

สำหรับฟงักชั์นคลืน่ท ีถ่กู Normalized แล้วน้ัน (⟨Ω⟩i) จะกลายเปน็
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⟨Ω⟩i =
∫
ψ∗
i Ω̂i dτ (1.6.5)

แล้วกถ้็าหากวา่ ψi เปน็ฟงักชั์นไอเกนของ Ω̂ เราจะได้วา่

⟨Ω⟩i =
∫
ψ∗
i Ω̂ψi dτ∫
ψ∗
i ψi dτ

=
Ωi

∫
ψ∗
i ψi dτ∫

ψ∗
i ψi dτ

= Ωi (1.6.6)

นัน่หมายความวา่ Expectation Value น้ันมคีา่เทา่กับคา่ไอเกน (Eigenvalue) หรอื Ωi นัน่เอง ดังน้ันเราจงึ
สามารถเขยีนนยิามของพลังงานของระบบในสถานะ i (Ei) ในรปูของ Expectation Value ของ Hamilto-
nian สำหรับฟงักชั์นคลืน่ท ีถ่กู Normalized แล้วได้ดังนี้

Ei =

∫
ψ∗
i Ĥψi dτ (1.6.7)

อยา่งไรกต็ามในการพสิจูนส์มการตา่ง ๆ ในกลศาสตร์ควอนตัมน้ัน ถ้าหากวา่เราต้องมาเขยีนนยิามของ
พลังงานหรอืปรมิาณอืน่ ๆ โดยใช้สมการคณติศาสตร์ตามด้านบนน้ันกจ็ะมคีวามย ุง่ยากและเสยีเวลา ดังน้ัน
เพือ่เปน็การทำให้การเขยีนนยิามตา่ง ๆ น้ันงา่ยและกระชับขึ้น Paul Dirac จงึได้เสนอให้ใช้สัญกรณท์ ีเ่รยีกวา่
Dirac bra-c-ket Notation ดังน ี้

〈
ψi|Ω̂|ψj

〉
≡ ⟨i|Ω̂|j⟩ ≡

∫
ψ∗
i Ω̂j dτ (1.6.8)

โดยที่ ⟨ψi| หรอื ⟨i| น้ันเรยีกวา่ bra ของฟงักชั์นคลืน่ของสถานะที่ i และอกีตัวกค็อื |ψj⟩ หรอื |j⟩ น้ันเรยีก
วา่ ket ซึง่ใช้แทนฟงักชั์นคลืน่ของสถานะที่ j

เน ือ่งจากวา่ Hamiltonian ของโมเลกลุน้ันมีคณุสมบัติท ี่เปน็เมทรกิซ์แบบ Hermitian ดังน้ันเราจงึ
สามารถใช้คณุสมบัตกิารเปลีย่นรปูดังตอ่ไปนี้ได้

∫
ψ∗
i Ω̂ψj dτ =

∫ (
Ω̂ψi

)∗
ψj dτ (1.6.9)

ซึง่เราพบวา่คา่ไอเกนของมันน้ันเปน็สว่นจรงิเทา่น้ันและฟงักชั์นไอเกนน้ันเปน็ Orthogonal นอกจากนี้ถ้าหาก
เรามาดทู ีพ่ลังงานของระบบ เราจะพบวา่พลังงานน้ันเปน็ปรมิาณทีส่ามารถวัดคา่ได้ ดังน้ันพลังงานน้ันจะต้อง
เปน็คา่จรงิ (Real) เสมอ นีจ่งึเปน็การยนืยันได้อกีวา่โอเปอร์เรเตอร์ของพลังงาน (Hamiltonian) น้ันจะต้อง
เปน็ Hermitian

สำหรับ Orthonormal States (สถานะของฟงักชั์นคลืน่ท ีเ่ปน็ท้ัง Orthogonal และ Normalized)
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∫
ψ∗
i ψj dτ ≡ ⟨ψi|ψj⟩ ≡ ⟨i|j⟩ = δij (1.6.10)

โดยที่ δij น้ันคอื Kroenecker Delta Function ซึง่จะมคีา่เทา่กับ 1 เมือ่ i = j และเทา่กับ 0 เม ือ่ i ̸= j

ถ้าผ ู้อา่นต้องการศกึษาละเอยีดมากกวา่น ี้ผมแนะนำหนังสอื Molecular Quantum Mechanics แตง่
โดย Peter W. Atkins และ Ronald S. Friedman1

1.7 การประมาณของบอรน์-ออพเพนไฮเมอร์

การแก้สมการชโรดงิเงอร์น้ันมคีวามซับซ้อนมาก ดังน้ันนักฟสิกิส์และนักเคมเีชงิทฤษฎจีงึได้พยายาม
พัฒนาทฤษฎเีสรมิตา่ง ๆ เพือ่มาชว่ยในการหาคำตอบ หนึง่ในเทคนคิทีส่ำคัญมากในการจัดการกับฟงักชั์น
คลืน่ของโมเลกลุ (ระบบทีม่อีเิลก็ตรอนและนวิเคลยีสหลาย ๆ ตัวอย ูด้่วยกัน) น้ันกค็อื การประมาณของบ
อรน์-ออพเพนไฮเมอร์ (Born-Oppenheimer Approximation) ซึง่เปน็การประมาณทีเ่ขยีนฟงักชั์นคลืน่
ของโมเลกลุ ψ

(
R⃗1...N , r⃗1...n

)
ให้อย ู่ในรปูของผลคณูระหวา่งฟงักชั์นคลืน่ของอเิลก็ตรอน (ψel) และ

ฟงักชั์นคลืน่ของนวิเคลยีส (ψnuc) ได้ พดูงา่ย ๆ คอืเราสามารถแยกชิ้นสว่นของฟงักชั์นคลืน่ (Separation)
ออกจากกันได้ ดังนี้

ψ
(
R⃗1...N , r⃗1...n

)
≈ ψel

(
r⃗1....n; R⃗1...N

)
ψnuc

(
R⃗1...N

)
(1.7.1)

โดยที่ ψel คอืฟงักชั์นพกัิดเชงิอเิลก็ทรอนกิส์ r⃗1...n ซึง่ขึ้นอย ูกั่บพกัิดของนวิเคลยีสด้วย R̂1...N โดย Hamil-
tonian Ĥ ทีส่อดคล้องกันน้ันมสีมการดังตอ่ไปนี้

Ĥel = −1

2

n∑
i=1

v2i −
n∑
i=1

N∑
I=1

zi
riI

+
n∑
i=1
j=i+1

1

rij
+

N∑
I=1

J=I+1

zIzJ
RIJ

= T̂e + V̂en + V̂ee + V̂nn

(1.7.2)

ซึง่จะเหน็ได้วา่สมการด้านบนน้ันจะไมม่เีทอมโอเปอร์เรเตอร์พลังงานจลน์ของนวิเคลยีส ซึง่จะตา่งจากกรณี
ของ Hamiltonian กอ่นหน้านี้ (สมการที่ (1.5.6)) และเทอมสดุท้ายของสมการที่ (1.7.2) ซึง่กค็อืพลังงานศักย์
ระหวา่งนวิเคลยีสน้ันจะเปน็คา่คงทีเ่น ือ่งจากวา่พกัิดตำแหนง่ของนวิเคลยีสน้ันจะถกูมองวา่เปน็พารามเิตอร์
และไมใ่ชตั่วแปรในฟงักชั์นคลืน่เชงิอเิลก็ทรอนกิส์ψel ดังน้ันสมการชโรดงิเงอรส์ำหรับสถานะเชงิอเิลก็ทรอนกิส์
ท ี่ i จงึมหีน้าตาดังนี้

1https://global.oup.com/academic/product/molecular-quantum-mechanics-9780199541423

https://global.oup.com/academic/product/molecular-quantum-mechanics-9780199541423
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Ĥelψel
i = ϵeli ψ

el
i (1.7.3)

ถ้าหากวา่เราทำการแก้สมการ (1.7.3) สำหรับโมเลกลุเดยีวกันแตว่า่มโีครงสร้าง (Molecular Geome-
tries หรอื R⃗1...N ) ท ีแ่ตกตา่งกันหลาย ๆ โครงสร้างไปเร ือ่ย ๆ เราจะสามารถพลอตพื้นผวิพลังงานศักย์
(Potential Energy Surface) สำหรับสถานะ i (ϵel0 R⃗1...N) ทีเ่ปน็สถานะพื้น (Ground State) ได้ดังนี้

V
(
R̄1...N

)
= ϵel0

(
R̂1...N

)
(1.7.4)

คราวนี้ เราลองมาดกูรณที ีเ่ราสนใจเฉพาะนวิเคลยีสกันบ้าง เราสามารถกำหนด Hamiltonian สำหรับ
นวิเคลยีสดังนี้

Hnuc = −
N∑
I=1

1

2mI

V 2
I + V

(
R⃗1...N

)
(1.7.5)

และสมการชโรดงิเงอรข์องนวิเคลยีสน้ันคอื

Ĥnucψnuc
k = ϵnuck ψnuc

k (1.7.6)

โดยสรปุแล้วถ้าหากวา่เรานำ Born-Oppenheimer Approximation มาใช้ เราจะสามารถแบง่เคมคี
วอนตัมออกได้เปน็ 2 ปญัหาหลัก ๆ ดังนี้

1. ปญัหาเชงิอเิลก็ทรอนกิสท์ ีเ่ราจะต้องแก้สมการชโรดงิเงอรส์ำหรับ Molecular Geometry ทีต้่องการ
ศกึษา

2. ปญัหาเชงินวิเคลยีสซึง่เปน็การคำนวณหา Potential Energy Surface โดยการแก้สมการชโรดงิเงอร์
เชงิอเิลก็ทรอนกิสส์ำหรับหลาย ๆ Molecular Geometries

1.8 ออรบ์ทัิลเชงิอะตอม

1.8.1 อะตอมทีม่อีเิลก็ตรอน 1 ตัว

การทีเ่ราจะหาวธิใีนการแก้สมการชโรดงิเงอร์น้ันกค็วรทีจ่ะเร ิม่ต้นศกึษาจากระบบทีง่า่ย ๆ กอ่นซึง่
ระบบทีง่า่ยทีส่ดุน้ันกค็อือะตอมทีม่อีเิลก็ตรอนเพยีงแค ่ 1 ตัวเทา่น้ัน (One-Electron Atom) ซึง่ตำแหนง่ของ
นวิเคลยีสน้ันไมถ่กูนำมาพจิารณาในการแก้สมการเพราะวา่เราใช้การประมาณของ Born-Oppenheimer
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ซึง่ผ ู้อา่นเพิง่ได้ศกึษาไปในหัวข้อทีแ่ล้ว โดย Hamiltonian สำหรับอเิลก็ตรอนทีม่อัีนตรกริยิากับนวิเคลยีสใน
หนว่ย Atomic Units (a.u.) น้ันมหีน้าตาดังตอ่ไปนี้

Ĥel = −1

2
∇2 − Z

r
(1.8.1)

โดยที่ Z คอืประจขุองนวิเคลยีสและ r คอืระยะหา่งระหวา่งอเิลก็ตรอนและนวิเคลยีส เราพบวา่โอเปอร์เร
เตอร์ Hamiltonian นี้ประกอบไปด้วยเทอมโอเปอร์เรเตอร์พลังงานจลน์และพลังงานศักย์คลูอมบ์ซึง่พอเรา
พจิารณาสมการนี้แล้วน้ันมคีวามเรยีบงา่ยมากกวา่ โดยผลเฉลยของสมการชโรดงิเงอรใ์นระบบพกัิดเชงิข้ัวเม ือ่
ใช้ Hamiltonian Operator ตัวนี้คอื

ψnlml
(r, θ, φ) = Rnl(r)Ylml

(θ, φ) (1.8.2)

โดยที่Rnl(r) คอืฟงักชั์นรัศมี (Radial Function) และ Ylml
(θ, φ) คอืฟงักชั์นฮารโ์มนกิทรงกลม (Spheri-

cal Harmonics) ซึง่ผลเฉลยของท้ังฟงักชั์นท้ังสองอันนี้อย ูกั่บเลขควอนตัม 3 ตัวคอืเลขควอนตัมหลัก n 1 ตัว
และเลขควอนตัมเชงิมมุ l และ ml อกีสองตัวซึง่มเีง ือ่นไขความสัมพันธข์องคา่ของเลขควอนตัมดังนี้

n = 1, 2, 3 . . .

l = 0, 1, 2 . . . , n− 1

m = 0,±1,±2, . . .± l

ออรบ์ทัิลเชงิอะตอมน้ันถกูนำมาใช้ในการสร้างเซตของฟงักชั์น Orthogonal ดังนี้

∫
ψ∗
nlml

(r, θ, φ)ψn′l′m′
l
(r, θ, φ)dτ = δnn′δll′δmlm

′
l

(1.8.3)

สำหรับอเิลก็ตรอนแตต่รอนแตล่ะตัวน้ันสามารถมไีด้ 2 สปนิซึง่จะแทนด้วยเลขควอนตัมสปนิ ms

ms = ±1

2
(1.8.4)

ในออรบ์ทัิลเชงิอะตอมแตล่ะอันน้ันสามารถทีจ่ะบรรจอุเิลก็ตรอนได้เพยีง 2 ตัวเทา่น้ันโดยจะต้องมสีปนิ
ตรงข้ามกันตามหลักของเพาลี (Pauli Principle) น้ันคอือเิลก็ตรอนแตล่ะตัวน้ันจะมชีดุเลขควอนตัมทีเ่ฉพาะ
และห้ามซ้ำกัน (n, l, ml, และ ms)

ตัวอยา่งของการจัดเรยีงอเิลก็ตรอนสำหรับอะตอมโดยใช้หลักเอาฟเบา (Aufbau Principle) มดัีงนี้

• He 1s2
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• Ne 1s22s22p5

• Cl 1s22s22p63s22p3 หรอื Ne 3s22p5

1.8.2 อะตอมทีม่อีเิลก็ตรอน 2 ตัว

ในหัวข้อนี้ เราจะมาศกึษาระบบทีซั่บซ้อนเพิม่ขึ้นมาอกีหนอ่ยนงึนัน่กค็อือะตอมทีม่อีเิลก็ตรอน 2 ตัว
ซึง่เรายังคงใช้หลักการเดมิในการวเิคราะห์ Hamiltonian นัน่กค็อืเร ิม่ด้วยผลรวมของโอเปอร์เรเตอร์ของ
พลังงานของอันตรกริยิาระหวา่งอเิลก็ตรอนกับนวิเคลยีส ดังตอ่ไปนี้

Ĥel = −1

2
∇2
i −

Z

ri︸ ︷︷ ︸
Ĥi

−1

2
∇2
j −

Z

rj︸ ︷︷ ︸
Ĥj

+
1

rij
(1.8.5)

โดยที่ i กับ j คอืดัชนหีรอื Index ของอเิลก็ตรอนซึง่มอัีนตรกริยิา (Interaction) กับนวิเคลยีส 1 ตัว สรปุก ็
คอืวา่ Hamiltonian ทีแ่สดงตามสมการด้านบนนี้ประกอบไปด้วย 5 เทอม ดังนี้

• พลังงานจลนข์องอเิลก็ตรอนแตล่ะตัว (เทอมที่ 1 และ 3)

• พลังงานคลูอมบร์ะหวา่งอเิลก็ตรอนแตล่ะตัวกับนวิเคลยีส (เทอมที่ 2 และ 4)

• พลังงานคลูอมบร์ะหวา่งอเิลก็ตรอน (เทอมที่ 5)

ถ้าสมมตวิา่เราตัดเทอมสดุท้ายทีเ่ปน็แรงผลักระหวา่งอเิลก็ตรอน-อเิลก็ตรอน (Electron Repulsion)
ออกไป เราจะได้ Hamiltonian ดังตอ่ไปนี้

Ĥel = Ĥi + Ĥj (1.8.6)

ซึง่ถ้าเรานำ Hamiltonian ตามสมการ (1.8.6) ไปใช้ในสมการชโรดงิเงอร์สำหรับออร์บทัิล (One-Electron
Wavefunction) หรอื ϕi(r⃗i) เราจะได้สมการชโรดงิเงอรส์ำหรับอะตอมทีม่อีเิลก็ตรอน 2 ตัว ดังตอ่ไปนี้

(
Ĥi + Ĥj

)
ϕi(r⃗i)ϕj(r⃗j) = (ϵi + ϵj)ϕi(r⃗i)ϕj(r⃗j) (1.8.7)

โดยที่ϵi คอืพลังงานของออรบ์ทัิล แล้วกเ็น ือ่งจากวา่อเิลก็ตรอนน้ันคอืเฟอรม์อิอน (Fermion) ดังน้ันอเิลก็ตรอน
ทกุ ตัว น้ันจงึม ีคณุสมบัติเหมอืนกันหมดและไม ่สามารถแยกอเิลก็ตรอนแตล่ะ ตัวออกจากกันได้หรอืภาษา
อังกฤษกค็อื Indistinguishable (หมายความวา่จรงิ ๆ แล้วไมม่อีเิลก็ตรอนตัวที่ 1, 2, หรอื 3) และฟงักชั์น
คลืน่น้ันกม็คีณุสมบัตปิฏสิมมาตร (Anti-Symmetry) เม ือ่เราเทยีบกับการสลับอเิลก็ตรอน
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ถ้าเราใสอ่เิลก็ตรอนท้ัง 2 ตัวเข้าไปในออรบ์ทัิล 1s เราจะกำหนดให้ 1s2 เปน็การแทนถงึ Occupation
ของออรบ์ทัิลซึง่กค็อืมอีเิลก็ตรอนบรรจอุย ู่ 2 ตัว ดังน้ันเราจะสามารถเขยีนฟงักชั์นคลืน่ได้ดังนี้

ψ(i, j) = 1s(i)1s(j) (1.8.8)

โดยทีเ่ราจะใช้ Notation r⃗i ≡ i และ r⃗j ≡ j อยา่งไรกต็ามฟงักชั์นคลืน่ในสมการ (1.8.8) น้ันแสดงถงึ
อเิลก็ตรอน 2 ตัวทีไ่มส่ามารถแยกความแตกตา่งกันได้ (Indistinguishable) แตว่า่ฟงักชั์นคลืน่น้ันไมม่สีมบัต ิ
Anti-Symmetric แล้วทำไมถงึเปน็เชน่นี้ กันหละ่? คำตอบกค็อืฟงักชั์นคลืน่ท ีเ่ราใช้ในการอธบิายออร์บทัิลที่
ใสอ่เิลก็ตรอนอยูน้ั่นมันขึ้นอย ูกั่บเพยีงแคพ่กัิดเชงิพื้นที่ (Spatial Coordinates) เทา่น้ัน ซึง่ฟงักชั์นคลืน่ท ีถ่กู
ต้องน้ันควรจะต้องขึ้นอย ูกั่บสปนิ (Spin) ของอเิลก็ตรอนด้วยซึง่ถ้าเรารวมผลของสปนิเข้าไปกจ็ะทำให้ฟงักชั์น
คลืน่รวมน้ันมคีณุสมบัติ Anti-Symmetry

คราวนี้ เราจะกำหนดให้ออร์บทัิลเชงิสปนิน้ันคอื χi (r⃗i, si) ซึง่เราสามารถเขยีนออร์บทัิลกระจายได้
โดยเปน็ผลคณูระหวา่งฟงักชั์นเชงิพื้นทีแ่ละฟงักชั์นเชงิสปนิ

χi (r⃗i, si) ≡ ϕi (r⃗i) σi (si) (1.8.9)

โดยที่ σi สามารถทีจ่ะเปน็ α สำหรับสปนิขึ้น ms =
1
2

หรอืจะเปน็ β สำหรับสปนิลง ms = −1
2

กไ็ด้ ซึง่
ถ้าเรานำมาเขยีนรวมท้ังเราจะได้ฟงักชั์นคลืน่ใหมท่ ีร่วมสปนิเข้าไปด้วย ดังนี้

ψ(i, j) = 1s(i)α(i)× 1s(j)β(j) (1.8.10)

แล้วเรากจ็ะทำการใช้เทคนคิการรวมเชงิเส้นหรอื Linear Combinations ของ Spin-Functions ในการทำให้
ฟงักชั์นคลืน่ตามสมการที่ (1.8.10) น้ันมคีวาม Anti-Symmetric ดังนี้

1√
2
(α(i)β(j) + α(j)β(i)) Symmetric Spin-Function

1√
2
(α(i)β(j)− α(j)β(i)) Anti-Symmetric Spin-Function (1.8.11)

โดยเราจะทำการต้ังสมมตฐิานเพิม่ด้วยวา่ Spin-Functions น้ันเปน็ Orthonormal เชน่

⟨α(i)|β(j)⟩ = δαβδij (1.8.12)

ซึง่ม ี 1/
√
2 เปน็ Normalization Factor และฟงักชั์นคลืน่อันใหมส่ำหรับอเิลก็ตรอน 2 ตัวทีม่คีณุสมบัติ

Anti-Symmetric กจ็ะมหีน้าตาเปน็ดังนี้
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ψ(i, j) = 1s(i)1s(j)× 1√
2
(α(i)β(j)− α(j)β(i)) (1.8.13)

1.8.3 อะตอมทีม่อีเิลก็ตรอน n ตัว

สำหรับระบบทีม่อีเิลก็ตรอน n ตัวน้ันเราสามารถเขยีนฟงักชั์นคลืน่ท ีอ่ย ูใ่นรปูของผลรวมเชงิเส้นได้โดย
ใช้ Determinant ของเมทรกิซจ์ตรัุสขนาด n×n โดยเราจะเรยีก Determinant นี้วา่ Slater Determinant

ψ =
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣
χ1(1) χ2(1) · · · χn(1)
χ1(2) χ2(2) · · · χn(2)

... ... . . . ...
χ1(n) χ2(n) · · · χn(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.8.14)

ซึง่จะมคีณุสมบัติ Anti-Symmetric รวมอย ูใ่นน้ันด้วยเพราะวา่ใช้ Spin-Orbital ถ้าหากอยากร ู้วา่หน้าตาของ
ฟงักชั์นคลืน่ของระบบทีม่อีเิลก็ตรอนหลาย ๆ ตัว เชน่ 10 ตัว เปน็อยา่งไรกล็องเขยีน Slater Determinant
ขนาด 10× 10 แล้วลองหา Determinant ดแูล้วจะพบวา่จะมเีทอมทีถ่กูกระจายออกมาท้ังหมด 20 เทอม

1.9 ออรบ์ทัิลเชงิโมเลกลุ

ในหัวข้อนี้ ถอืวา่เปน็อกีหนึง่หัวข้อทีส่ำคัญมาก ๆ ในการศกึษากลศาสตร์ควอนตัมเชงิโมเลกลุนัน่กค็อื
ออรบ์ทัิลเชงิโมเลกลุ (Molecular Orbitals) ซึง่เราจะใช้ความร ู้เก ีย่วกับออรบ์ทัิลเชงิอะตอมและฟงักชั์นคลืน่
ท ีส่ร้างขึ้นจาก Spin-Orbital ทีเ่ราเพิง่ได้ศกึษาไปน้ันมาใช้ในหัวข้อนี้ ด้วย อยา่งไรกต็าม ความร ู้คณติศาสตรท์ ี่
ใช้ในหัวข้อนี้กยั็งคงเปน็พชีคณติเชงิเส้นทัว่ไปไมไ่ด้ซับซ้อนอะไรมาก

เร ิม่ต้นเลยกค็อืนักวทิยาศาสตร์น้ันได้เสนอแบบจำลองหรอืโมเดลทีใ่ช้ในการอธบิาย Molecular Or-
bitals (φi) นัน่กค็อืการใช้ผลรวมเชงิเส้น (Linear Combination) อกีเชน่เดมิ ซึง่ Molecular Orbitals น้ัน
กค็อืผลรวมเชงิเส้นของ Atomic Orbitals (ϕj) ท้ังหมด m ออรบ์ทัิล ดังนี้

φi =
m∑
j=1

cijϕj (1.9.1)

โดยสมการด้านบนนี้มชี ือ่เรยีกตรงตัวเลยกค็อื Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO) Approx-
imation มี cij เปน็สัมประสทิธ ิ์ของแตล่ะออร์บทัิล ตัวอยา่งเชน่ โมเลกลุไฮโดรเจน H2 เราสามารถเขยีน
Molecular Orbital หรอื MO ได้ในรปูของผลรวมเชงิเส้นของ Atomic Orbital หรอื AO ของออร์บทัิล 1s
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ของไฮโดรเจนอะตอมแรก (1sA) และ 1s ของไฮโดรเจนอะตอมทีส่อง (1sB) ซึง่ MO ทีเ่กดิขึ้นน้ันกค็อื
พันธะซกิมา่ σi นัน่เอง ดังนี้

σi = ciA1sA + ciB1sB (1.9.2)

ถ้าหากสมมติวา่ตำแหนง่ของนวิเคลยีสของอะตอมไฮโดรเจนท้ัง 2 อะตอมน้ันอย ู่ท ี่ (x, 0, 0) และ
(−x, 0, 0) ในระบบพกัิดฉาก 3 มติ ิ ความนา่จะเปน็ทีเ่ราจะพบอเิลก็ตรอน ณ ตำแหนง่ x และ −x น้ัน
จะเทา่กันนัน่กเ็พราะวา่โมเลกลุไฮโดรเจนน้ันมคีวามสมมาตร ดังน้ันเรามสีมมตฐิานเร ิม่ต้นวา่ฟงักชั์นคลืน่น้ัน
จะต้องมคีณุสมบัตดัิงตอ่ไปนี้

ψ2(x) = ψ2(−x) (1.9.3)

สมการนี้มคีำตอบได้ 2 แบบนัน่กค็อืแบบทีฟ่งักชั์นคลืน่น้ันยังคงความ Symmetric ไว้กับแบบทีม่คีวาม Anti-
Symmetric ดังนี้

ψ(x) = ψ(−x) และ ψ(x) = −ψ(−x) (1.9.4)

1s H2 1s

ภาพ 1.2 Ground State

1s H2 1s

ภาพ 1.3 Triplet State

ดังน้ัน 1sA และ 1sB คอืฟงักชั์นทีเ่หมอืนกัน (Identical Functions) ซึง่กค็อื AO ทีม่จีดุศนูยก์ลางอย ูท่ ี่ x
และ −x ตามลำดับ นอกจากนี้แล้วสัมประสทิธ ิข์องออรบ์ทัิลยังสอดคล้องกันอกีด้วยด้วย

cAi = cBi และ cAi = −cBi (1.9.5)
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ถ้า AO น้ันเปน็ Orthonormal (มคีณุสมบัตทิ ีเ่ปน็ Orthogonal และมคีวาม Normality) เราจะได้วา่
Orthonormal MOs น้ันจะมสีมการดังตอ่ไปนี้

σg =
1√
2
(1sA + 1sB) และ σu =

1√
2
(1sA − 1sB) (1.9.6)

โดยที่ σg น้ันคอื σ-orbital ท ีส่ร้างพันธะ (Bonding MO) โดย g ยอ่มาจากภาษาเยอรมันคำวา่ gerade ที่
แปลวา่ค ู่ และ σu น้ันคอื σ-orbital ทีต้่านพันธะ (Antibonding MO) โดย u ยอ่มาจากภาษาเยอรมันคำวา่
ungerade ทีแ่ปลวา่ค ี่ สำหรับประเภทของ MO น้ันเราจะแบง่ออกได้เปน็ 3 ประเภท ดังนี้

1. ออร์บทัิลแบบสร้าง พันธะ (Bonding Orbitals) เปน็บรเิวณที่ม ีความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอนสงู
ระหวา่งนวิเคลยีสซึง่อเิลก็ตรอนในออร์บทัิลเหลา่นี้จะยดึเหนีย่วนวิเคลยีสของอะตอมทีเ่กดิพันธะเข้า
ด้วยกัน

2. ออรบ์ทัิลแบบต้านพันธะ (Antibonding Orbitals) เปน็อเิลก็ตรอนทีอ่ย ูห่ลังนวิเคลยีสและมแีนวโน้มที่
จะดงึนวิเคลยีสของอะตอมทีส่ร้างพันธะออกจากกันหรอืทำให้ความแขง็แรงของพันธะออ่นลงนัน่เอง

3. ออร์บทัิลแบบไมส่ร้างพันธะ (Non-bonding Orbitals) อเิลก็ตรอนทียั่งคงอย ูใ่นออร์บทัิลเชงิอะตอม
ของอะตอมคูร่ว่มพันธะ โดยอเิลก็ตรอนในออร์บทัิลชนดินี้จะไมม่อัีนตรกริยิากับสว่นอืน่ๆของโมเลกลุ
และไมม่ผีลตอ่ความแขง็แรงของพันธะด้วย

โดยทัว่ไปแล้วฟงักชั์นคลืน่ของโมเลกลุน้ันจะถกูเขยีนให้อย ูใ่นรปูของ Slater Determinant ทีม่สีมาชกิ
ในเมทรกิซเ์ปน็ MO ตามทีเ่ราได้ไปศกึษาไป สำหรับโมเลกลุทีม่อีเิลก็ตรอน n ตัวน้ันจะมี MO ท้ังหมด n

2
อัน

ทีจ่ะมอีเิลก็ตรอนบรรจอุย ูซ่ึง่ MO เหลา่นี้ จะไมว่า่งหรอื Occupied นัน่เอง สว่น MO ทีเ่หลอืน้ันจะมที ีว่า่ง
ในการใสอ่เิลก็ตรอนซึง่เรากจ็ะเรยีกวา่ Unoccupied โดยตัวอยา่งด้านลา่งกค็อืเปน็ฟงักชั์นคลืน่ของโมเลกลุ
ไฮโดรเจนทีส่ถานะพื้น (Ground State) ซึง่เขยีนแทนด้วย Slater Determinant ทีม่ ี Occupied MOs เปน็
สมาชกิ สำหรับ Notation ψ0 น้ันสามารถตคีวามเลข 0 ได้วา่เปน็สถานะพื้นหรอืสถานะทีต่ำ่ท ีส่ดุ

ψ0 =
1√
2

∣∣∣∣ χ1(1) χ2(1)
χ1(2) χ2(2)

∣∣∣∣
=

1√
2
(χ1(1)χ2(2)− χ1(2)χ2(1))

(1.9.7)

โดยที่ χ1(j) = σg(j)α(j) และ χ2(j) = σg(j)β(j) และฟงักชั์นคลืน่น้ันถกู Normalized แล้ว ถ้า
หากเราพจิารณา Triplet State ของโมเลกลุไฮโดรเจนเราจะได้วา่ฟงักชั์นคลืน่น้ัน ψ1 น้ันจะกลายเปน็
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ψ1 =
1√
2

∣∣∣∣ χ1(1) χ3(1)
χ1(2) χ3(2)

∣∣∣∣
=

1√
2

∣∣∣∣ σg(1)α(1) σu(1)α(1)
σg(2)α(2) σu(2)α(2)

∣∣∣∣ (1.9.8)

โดยทีเ่รากำหนดให้ χ3(j) = σu(j)α(j)

1.9.1 พลังงานของโมเลกลุไฮโดรเจน

เม ือ่ เราสามารถสร้างฟงักชั์นคลืน่ท ี่ใช้ ในการอธบิายโมเลกลุ ไฮโดรเจนได้แล้ว ลำดับตอ่ ไปก็คอืการ
กำหนดและสร้าง Electronic Hamiltonian สำหรับการคำนวณพลังงานของโมเลกลุไฮโดรเจนซึง่เราเขยีน
Hamiltonian ให้อย ูใ่นรปูของผลรวมของพลังงานทีเ่กดิจากอันตรกิริยิาระหวา่งอนภุาคได้ดังนี้

Ĥel = −1

2
∇2

1 −
1

2
∇2

2 −
ZA
r1A

− ZA
r2A

− ZB
r1B

− ZB
r2B

+
1

r12
+
ZAZB
RAB

(1.9.9)

ถ้าเราทำการจัดรปูนดิหนอ่ยโดยการจัดให้เทอมทีอ้่างองิอเิลก็ตรอนตัวเดยีวกันน้ันมาอย ูด้่วยกัน ดังนี้

Ĥel = −1

2
∇2

1 −
ZA
r1A

− ZB
r1B

− 1

2
∇2

2 −
ZA
r2A

− ZB
r2B

+
1

r12
+
ZAZB
RAB

(1.9.10)

เราสามารถเขยีนใหมไ่ด้เปน็

Ĥel = Ĥ1 + Ĥ2 +
1

r12
+
ZAZB
RAB

(1.9.11)

โดยทีเ่ทอมทีข่ึ้นอย ูกั่บอเิลก็ตรอนเพยีง 1 ตัวน้ันเราจะเรยีกวา่ One-Electron Term (Ĥi) สำหรับอเิลก็ตรอน
ตัวที่ i น้ันเขยีนได้ดังนี้

Ĥi = −1

2
∇2
i −

ZA
riA

− ZB
riB

(1.9.12)

จากสมการ (1.9.9) น้ันเราจะได้วา่พลังงานของโมเลกลุน้ันกจ็ะมหีน้าตาทีค่ล้ายกันซึง่กเ็ทยีบเคยีงกับ
เทอมแตล่ะเทอมของ Hamiltonian นัน่เอง ดังนี้
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E0 = E0(1) + E0(2) + E0(1, 2) +
ZAZB
RAB

(1.9.13)

โดยทีเ่ทอมสดุท้ายของทางด้านขวามอืน้ันคอืพลังงานคลูอมบ์ระหวา่งนวิเคลยีส สว่นเทอมทีเ่ปน็ Contribu-
tion ของ One-Electron สำหรับอเิลก็ตรอนตัวที่ 1 น้ันเราจะใช้ Expectation Value ดังนี้

E0(1) =
〈
ψ0

∣∣∣Ĥ1

∣∣∣ψ0

〉
=

1

2

(〈
χ1(1)

∣∣∣Ĥ1

∣∣∣χ1(1)
〉
+
〈
χ2(1)

∣∣∣Ĥ1

∣∣∣χ2(1)
〉)

=
〈
σg(1)

∣∣∣Ĥ1

∣∣∣ σg(1)〉
(1.9.14)

และกเ็หมอืนกันกับพลังงานของอเิลก็ตรอนตัวที่ 2 (E0(2))

E0(2) =
〈
σg(2)

∣∣∣Ĥ2

∣∣∣ σg(2)〉 (1.9.15)

สว่นเทอมที่ Contribution น้ันมาจากอเิลก็ตรอน 2 ตัวน้ัน (Two-Electron Term), E0(1, 2), กจ็ะ
กลายเปน็

E0(1, 2) =

〈
σg(1)σg(2)

∣∣∣∣ 1r12
∣∣∣∣ σg(1)σg(2)〉 (1.9.16)

ซึง่เราสามารถเขยีนใหมไ่ด้เปน็

E0(1, 2) =

∫
σ∗
g(1)σ

∗
g(2)

1

r12
σg(1)σg(2)dτ

=

∫
ρ(1)

1

r12
ρ(2)dτ

(1.9.17)

โดยที่ ρ(j) = σ∗(j)σ(j) น้ันคอืการตคีวามตาม Born’s Interpretation ทีว่า่ความหนาแนน่อเิลก็ตรอน
น้ันสัมพันธ์กับ MO นอกจากนี้ แล้วเรายังสามารถตคีวาม E(1, 2) วา่เปน็อันตรกิริยิาแบบคลูอมบ์ระหวา่ง
อเิลก็ตรอนซึง่มักจะเขยีนแทนด้วย Jij ดังน้ันเราจงึเขยีนสมการนี้ใหมไ่ด้เปน็

E0 = H1 +H2 + J12 +
ZAZB
RAB

(1.9.18)
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โดยทีเ่ราใช้ Notation Hj ≡ E0(j) สำหรับ One-Electron Term ซึง่พลังงานของเทอมนี้จะเหมอืนกับ
พลังงานของโมเลกลุทีส่ถานะพื้น ดังนี้

E1(j) =
1

2

(〈
σg(j)

∣∣∣Ĥj

∣∣∣ σg(j)〉+
〈
σu(j)

∣∣∣Ĥj

∣∣∣ σu(j)〉) (1.9.19)

แตว่า่พลังงานของ Two-Electron Term น้ันจะมคีวามซับซ้อนกวา่มาก ดังนี้

E1(1, 2) =

1

2

(〈
σg(1)σu(2)

∣∣∣∣ 1r12
∣∣∣∣ σg(1)σu(2)〉

+

〈
σu(1)σg(2)

∣∣∣∣ 1r12
∣∣∣∣ σu(1)σg(2)〉)︸ ︷︷ ︸

J12

−
〈
σg(1)σu(2)

∣∣∣∣ 1r12
∣∣∣∣ σg(2)σu(1)〉︸ ︷︷ ︸

K12

(1.9.20)

เรามาทวนสมการที่ (1.9.20) กันอกีรอบนะครับ เทอมแรกทางด้านขวาของสมการน้ันคอืพลังงานคลูอม
บ์ซึง่จะเขยีนแทนด้วย Jij สว่นเทอมทีส่องน้ันคอืพลังงานแลกเปลีย่น (Exchange Integral) เขยีนแทนด้วย
Kij โดยพลังงานของสำหรับ Triplet State ของโมเลกลุไฮโดรเจนน้ันจะกลายเปน็

E1 = H1 +H2 + J12 −K12 +
ZAZB
RAB

(1.9.21)

เน ือ่งจากวา่ Exchange Integral (Kij) น้ันมีเคร ือ่งหมายเปน็บวก หมายความวา่พลังงานสำหรับ
Triplet State น้ันจะมีคา่ตำ่กวา่พลังงานของโมเลกลุในสถานะกระต ุ้นแบบ Singlet State ซึง่ตคีวามได้
วา่อเิลก็ตรอนของโมเลกลุน้ันจะมถีกู Delocalized มากกวา่เม ือ่โมเลกลุอย ูใ่นสถานะ Triplet State

1.9.2 พลังงานของ Slater Determinant

ในหัวข้อนี้ เราจะมาดรูายละเอยีดของพลังงานของ Slater Determinant กัน เราจะเร ิม่ต้นด้วยการ
เขยีน Slater Determinant (จากสมการที่ (1.8.14)) ใหมโ่ดยใช้ Dirac Notation ดังนี้

|ψ⟩ = Â | χ1(1)χ2(2) . . . χn(n)⟩ (1.9.22)

โดยที่ Â คอืโอเปอร์เรเตอร์ท ีท่ำให้เปน็ปฏสิมมาตร (Anti-symmetrizing Operator) ซึง่เปน็องค์ประกอบ
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สำคัญที่ทำให้ Slater Determinat น้ันถกู ต้องโดยการกระทำบนผลคณูของ Spin-Orbitals สมการทาง
คณติศาสตรข์อง Â มดัีงนี้

Â =
1√
n!

n−1∑
p=0

(−1)pP̂ (p)

=
1√
n!

(
1̂−

n∑
i=1

n∑
j=i+1

P̂
(1)
ij +

n∑
i=1

n∑
j=i+1

n∑
k=j+1

P̂
(2)
ijk − . . .

) (1.9.23)

โดยที่ 1̂ คอื Identity Operator, P̂ (1)
ij คอื Permutation Operator สำหรับเรยีงสับเปลีย่นพกัิดของอเิลก็ตรอน

สองตัว i กับ j ซึง่มสีมการดังตอ่ไปนี้

P̂
(1)
ij |χi(i)χj(j)⟩ = |χj(i)χi(j)⟩ (1.9.24)

ในทำนองเดยีวกันกับระบบโมเลกลุทีม่อีเิลก็ตรอนมากกวา่ 2 ตัว เชน่ ถ้าระบบมอีเิลก็ตรอน 3 ตัว เรา
จะได้วา่ Permutation Operator P̂ (2)

ijk น้ันจะให้การเรยีงสลับพกัิดของอเิลก็ตรอนท้ัง 3 ตัวดังสมการตอ่ไปนี้

P̂
(2)
ijk |χi(i)χj(j)χk(k)⟩ = |χk(i)χi(j)χj(k)⟩+ |χj(i)χk(j)χi(k)⟩ (1.9.25)

โดยธรรมเนยีมแล้ว (หนังสอืเคมีควอนตัมเกอืบท้ังหมด) น้ันมักจะทำการเรยีงลำดับออร์บทัิลในการ
เขยีนผลคณูของออรบ์ทัิลในสมการของ Permutation Operator (สมการที่ (1.9.24) และ (1.9.25)) โดยการ
ใช้เลเบลของพกัิดของอเิลก็ตรอน

นอกจากนี้แล้ว Â น้ัน Commute กับ Ĥ ได้ด้วย ดังนี้

[Â, Ĥ] = ÂĤ − ĤÂ = 0 (1.9.26)

แล้วก ็

ÂÂ =
√
n!Â (1.9.27)

ผ ู้อา่นอาจจะลองไปพสิจูนส์มการที่ (1.9.26) และ (1.9.27) กไ็ด้

คราวนี้เราจะมาลองเขยีนสมการ Electronic Hamiltonian (สมการที่ (1.7.2)) ใหมโ่ดยการใช้สมการที่
(1.9.11) เข้ามาชว่ย ดังนี้
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Ĥel = T̂e + V̂en + V̂ee + V̂nn

=
n∑
i=1

ĥ(i) +
n∑
i=1

n∑
j=i+1

ĝ(i, j) + V̂nn
(1.9.28)

โดยทีเ่ทอม One-Electron Term (ĥ(i)) น้ันคอื Motion ของอเิลก็ตรอน i ในสนามศักยข์องนวิเคลยีสทกุ
ๆ ตัวแล้วกร็วม T̂e และ V̂ne เข้าไปด้วย สว่นเทอม ĝ(i, j) น้ันกค็อื Two-Electron ทีร่วมพลังงานแรงผลัก
คลูอมบร์ะหวา่งอเิลก็ตรอน (Electron-Electron Coulomb Repulsion หรอื V̂ee)

โดยสรปุแล้วพลังงานของ Slater Determinant ตามสมการที่ (1.9.22) มหีน้าตาดังนี้

E0 =
〈
ψ
∣∣∣Ĥel

∣∣∣ψ〉
=
〈
Âχ1(1)χ2(2) . . . χn(n)

∣∣∣Ĥel
∣∣∣ Âχ1(1)χ2(2) . . . χn(n)

〉
=

√
n!
〈
χ1(1)χ2(2) . . . χn(n)

∣∣∣Ĥel
∣∣∣ Âχ1(1)χ2(2) . . . χn(n)

〉
=

n−1∑
p=0

(−1)p
〈
χ1(1)χ2(2) . . . χn(n)

∣∣∣Ĥel
∣∣∣ Â(p)χ1(1)χ2(2) . . . χn(n)

〉
(1.9.29)

สว่นเทอมสดุท้ายทีผ่มยังไมไ่ด้ลงรายละเอยีดกค็อืโอเปอร์เตอร์ของพลังงานคลูอมบ์ระหวา่งนวิเคลยีส
(Nucleus-nucleus Coulomb Operator หรอื V̂nn) ซึง่จะขึ้นอย ูกั่บพกัิดของนวิเคลยีส ดังนี้

⟨ψ|V̂nn|ψ⟩ = Vnn⟨ψ | ψ⟩ = Vnn (1.9.30)

โดยที่ ψ น้ันถกู Normalized แล้วและ Vnn น้ันกถ็กูลดรปูให้เหลอืเปน็แคพ่ลังงานคลูอมบ์แบบกลศาสตร์
ด้ังเดมิ (Classical Coulomb Interaction Energy) ตามทีแ่สดงในสมการ (1.9.13) สำหรับโมเลกลุไฮโดรเจน
เนือ่งจากวา่เราสร้าง Orthonormal Set มาจาก Spin-Orbitals ดังน้ันจะมีแค ่ Identity Operator (1̂)
ใน Antisymmetrizing Operator (Â) ตามสมการที่ (1.9.23) เทา่น้ันทีจ่ะสง่ผลหรอืม ี Contribution ตอ่
พลังงานของ One-Electron Operator (ĥ(i)) เชน่

⟨ χ1(1)χ2(2) . . . χn(n)|ĥ(1)|χ1(1)χ2(2) . . . χn(n) ⟩
= ⟨χ1(1)|ĥ(1)|χ1(1)⟩ ⟨χ2(2) | χ2(2)⟩ . . . ⟨χn(n) | χn(n)⟩
= ⟨χ1(1)|ĥ(1)|χ1(1)⟩
= h1

(1.9.31)
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สำหรับ One-Electron Operator น้ันพลังงานทกุเทอมทีร่วมผลของ Permutation จะมคีา่เทา่กับ 0 ดังนี้

⟨ χ1(1)χ2(2) . . . χn(n)|ĥ(1)|P̂ (1)
12 χ1(1)χ2(2) . . . χn(n) ⟩

= ⟨χ1(1)|ĥ(1)|χ2(1)⟩ ⟨χ2(2) | χ1(2)⟩ . . . ⟨χn(n) | χn(n)⟩
= 0

(1.9.32)

โดยทีเ่ทอมที่ 2 ของทางด้านขวาของสมการทีม่เีทอมการอนิทรเิกรตผา่นพกัิดของอเิลก็ตรอนตัวที่ 2 น้ันมคีา่
เทา่กับ 0 กเ็พราะวา่สมบัติ Orthogonality ของ Spin-Orbitals อันที่ 1 กับ 2 ซึง่ด้วยเหตผุลเดยีวกันนี้ จงึ
ทำให้มแีค ่ Identity Operator (1̂) และโอเปอรเ์รเตอร์ Two-Electron Permutation (P̂

(1)
ij ) ตามสมการ

ที่ (1.9.23) เทา่น้ันทีม่ ี Contribution ตอ่ Two-Electron Operator (g(i, j)) ซึง่ท้ายทีส่ดุแล้วเทอมสำหรับ
Identity Operator ของอเิลก็ตรอนตัวที่ 1 กับ 2 จะกลายเปน็

⟨χ1(1)χ2(2)χ3(3) . . . χn(n)|ĝ(1, 2)|χ1(1)χ2(2)χ3(3) . . . χn(n) ⟩
= ⟨χ1(1)χ2(2)|ĝ(1, 2)|χ1(1)χ2(2)⟩ ⟨χ3(3) | χ3(3)⟩ . . . ⟨χn(n) | χn(n)⟩
= ⟨χ1(1)χ2(2)|ĝ(1, 2)|χ1(1)χ2(2)⟩
= J12

(1.9.33)

ซึง่เทอมนี้ จรงิ ๆ แล้วกค็อือนิทกิรัลคลูอมบ์ (Coulomb Integral) ซึง่จะสอดคล้องกับพลังงานของ One-
Electron ทีส่ถานะพื้น (สมการที่ (1.9.17)) สำหรับโมเลกลุไฮโดรเจน สว่นเทอมที่ 2 สำหรับ P̂ (1)

12 น้ันกจ็ะ
กลายเปน็

⟨χ1(1)χ2(2)χ3(3) . . . χn(n)|ĝ(1, 2)|P̂ (1)
12 χ1(1)χ2(2)χ3(3) . . . χn(n) ⟩

= ⟨χ1(1)χ2(2)|ĝ(1, 2)|χ2(1)χ1(2)⟩ ⟨χ3(3)|χ3(3)⟩ . . . ⟨χn(n)|χn(n)⟩
= ⟨χ1(1)χ2(2)|ĝ(1, 2)|χ2(1)χ1(2)⟩
= K12

(1.9.34)

โดยที่K12 คอื Exchange Integral ซึง่กจ็ะสอดคล้องกับสมการพลังงานของ Two-Electron ทีส่ถานะกระต ุ้น
แบบ Triplet State (สมการที่ (1.9.20)) โดยการรวม Slater Determinant กับ Orthonormal Orbitals เข้า
ด้วยกันเพือ่เปน็การจัดรปูหรอืลดรปูสมการพลังงานของโมเลกลุให้อย ูใ่นรปูของผลรวมของ One-Electron
และ Two-Electron Integrals น้ันมชี ือ่ เรยีกวา่หลักการ Slater-Condon โดยในสมการที่ (1.9.33) และ
(1.9.34) เราได้ทำการใสอ่เิลก็ตรอนตัวที่ 1 กับ 2 เข้าไปในออรบ์ทัิลที่ 1 และ 2 ตามลำดับ อยา่งไรกต็ามเมือ่
เราทำการอนิทเิกรตโดยใช้พกัิดของอเิลก็ตรอนน้ันอเิลก็ตรอนจะมี Label เปน็อะไรกไ็ด้เพราะวา่อเิลก็ตรอน
ทกุตัวน้ันเหมอืนกันหมด ดังน้ันเราจงึไมต้่องใส ่ Label ให้กับอเิลก็ตรอนและเขยีน Coulomb Integral กับ
Exchange Integral ใหมไ่ด้ดังนี้
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J12 = ⟨χ1χ2|ĝ|χ1χ2⟩ และ K12 = ⟨χ1χ2|ĝ|χ2χ1⟩ (1.9.35)

ซึง่ตัวสมการจะมีความเรยีบงา่ยมากขึ้น เม ือ่เราทำการเปลีย่นลำดับของออร์บทัิลใหมเ่ราจะสามารถเขยีน
สมการพลังงานของ Slater Determinant จากเดมิทีเ่รามใีนสมการ (1.9.29) ได้ใหมเ่ปน็ดังนี้

E0 =
n∑
i=1

hi +
n∑
i=1

n∑
j=i+1

(Jij −Kij) + Vnn (1.9.36)

โดยทีเ่คร ือ่งหมายลบสำหรับ Exchange Integral น้ันมาจากแฟคเตอร์ (−1)p ในสมการที่ (1.9.29) นอกจาก
นี้ เรายังพบวา่เทอมทีเ่ปน็ Self-interaction ระหวา่งอเิลก็ตรอนกับตัวมันเองน้ัน (Jii) จะหักล้างกับเทอม
Kii พอดี (ดตูามสมการที่ (1.9.33) และ (1.9.34)) ดังน้ันเราจงึสามารถเขยีนสมการที่ (1.9.36) ใหมไ่ด้เปน็

E0 =
n∑
i=1

hi +
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(Jij −Kij) + Vnn (1.9.37)

ซึง่ส ิง่ท ีต่า่งไปจากเดมิกค็อืจำนวนเทอมของ Coulomb Integral และ Exchange Integral ซึง่จะเหลอือย ู่
เพยีงแคค่รึง่หนึง่เทา่น้ันและดัชนขีองเคร ือ่งหมาย Summation อันที่ 2 จะเปลีย่นจาก j = i + 1 เปน็
j = 1 อกีด้วย โดยสำหรับกรณเีฉพาะทีร่ะบบน้ันเปน็แบบ Closed-shell กค็อืเราใสอ่เิลก็ตรอน 2 ตัวทีม่ ี
สปนิตรงข้ามกันเข้าไปใน Spin Orbital (อเิลก็ตรอนทกุตัวน้ันมคี ูห่มด) เราจะได้วา่

χ1(1) = φ1(1)α(1) และ χ2(2) = φ1(2)β(2) (1.9.38)

ถ้าเราทำการคำนวณ Exchange Integral สมการที่ (1.9.34) สำหรับอเิลก็ตรอนแตล่ะค ูใ่นแตล่ะออรบ์ทัิลน้ัน
เราจะได้วา่

K12 = ⟨χ1(1)χ2(2)|ĝ(1, 2)|χ1(2)χ2(1)⟩
= ⟨φ1(1)φ2(2)|ĝ(1, 2)|φ1(2)φ2(1)⟩ ⟨α(1) | β(1)⟩⟨α(2) | β(2)⟩
= 0

(1.9.39)

เหตผุลที่ Integral นี้เทา่กับ 0 กเ็พราะวา่สมบัติ Orthogonality ของ Spin Functions (ดสูมการที่ (1.8.12))
นัน่เอง ดังน้ันจำนวนเทอมครึง่หนึง่ของ Exchange Integral ในสมการที่ (1.9.37) ซึง่จะทำให้เราได้สมการ
พลังงานของ Slater Determinant ของโมเลกลุทีม่คีวามซับซ้อนน้อยกวา่สมการพลังงานทีเ่ราได้กำหนดไว้ใน
ตอนต้น ดังนี้
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E0 = 2

n/2∑
i=1

hi +

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

(2Jij −Kij) (1.9.40)

โดยทีเ่ราจะกระจายเทอม Summation ตามจำนวนของออร์บทัิลทีม่อีเิลก็ตรอนบรรจอุย ู่ 2 ตัว (Doubly
Occupied Orbitals)

1.10 หลักการผันแปร

หลักการผันแปร (Variation Theory) เปน็วธิที ีส่ำคัญมาก ๆ ในวชิาเคมคึวอนตัมและถกูนำมาประยกุต์
ใช้กับทฤษฎอี ืน่ ๆ ในวชิา Electronic Structure เยอะมาก ๆ ซึง่เปน็หลักการทีช่ว่ยให้เราสามารถประมาณ
(Approximate) คำตอบหรอืผลเฉลยของสมการชโรดงิเงอรไ์ด้ เร ิม่ต้นเลยเรากำหนดให้ ψi เปน็ฟงักชั์นคลืน่
ท ีแ่ท้จรงิของโมเลกลุและ ψ̃i เปน็ฟงักชั์นคลืน่ท ีถ่กูประมาณขึ้นมา (อาจจะเรยีกวา่เปน็ฟงักชั์นคลืน่ปลอม ๆ ที่
เราสร้างขึ้นมากไ็ด้หรอืภาษาอังกฤษกค็อื Approximate Trial Function) สว่นพลังงานของของฟงักชั์นคลืน่
จรงิกับฟงักชั์นคลืน่ของปลอมทีเ่ปน็การประมาณนี้จะแทนด้วย Ei และ Ẽi ตามลำดับ โดยพลังงานของ Trial
Wavefunction นี้สามารถเขยีนให้อย ูใ่นรปูของ Expectation Value ได้ดังนี้

Ẽi =
⟨ψ̃i|Ĥ|ψ̃i⟩
⟨ψ̃i|ψ̃i⟩

(1.10.1)

ซึง่มชี ือ่เรยีกวา่ Rayleigh Ratio

Variation Theorem น้ันกลา่วไว้วา่ “พลังงานของฟงักชั์นคลืน่ท ีไ่ด้มาจากการประมาณน้ันจะไมม่วัีน
ทีจ่ะน้อยกวา่พลังงานของฟงักชั์นทีแ่ท้จรงิได้” นัน่หมายความวา่ถ้าเราสามารถฟงักชั์นคลืน่ประมาณทีด่ที ีส่ดุ
เลยเทา่ทีจ่ะทำได้ พลังงานก้อนนี้กจ็ะต้องมคีา่ได้น้อยทีส่ดุคอืเทา่กับพลังงานจรงิของโมเลกลุ โดยเราสามารถ
เขยีนเปน็ฟงักชั์นคณติศาสตรไ์ด้ดังนี้

Ẽ0 ≥ E0 สำหรับทกุ ψ̃i (1.10.2)

ผลทีต่ามมากค็อืวา่พลังงานทีค่ำนวณออกมาได้น้ันจะเปน็เสมอืนมาตรวัดทีค่อยบอกเราวา่ Trial Wavefunc-
tion น้ันดแีคไ่หน นัน่หมายความวา่เราจะต้องค้นหา Trial Wavefunction ทีใ่ห้พลังงานทีน้่อยทีส่ดุนัน่เอง
โดยกรณศีกึษาทีส่ำคัญมาก ๆ อันหนึง่ของ Variational Principle กค็อืการเขยีน Trial Wavefunction ให้
อย ูใ่นรปูการกระจายของเซตฟงักชั์น ϕp ท้ังหมด m ฟงักชั์น ดังนี้
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ψ̃0 =
m∑
p=1

cpϕp (1.10.3)

โดยที่ cp น้ันคอืสัมประสทิธ ิ์ท ีเ่ราจะต้องคำนวณหาออกมา นอกจากนี้ แล้ว Rayleigh Ratio ตามสมการที่
(1.10.1) กจ็ะกลายเปน็

Ẽ0 =

∑m
p,q=1 cpcqHpq∑m
p,q=1 cpcqSpq

(1.10.4)

โดยที่เราใช้ Notation ตามนี้ Hpq =
〈
ϕp|Ĥ|ϕq

〉
และ Spq = ⟨ϕp | ϕq⟩ ตามลำดับ เมือ่ เรานำ

Variation Theorem ตามสมการที่ (1.10.2) มาประยกุต์ใช้ กับ Trial Wavefunction อันนี้ แล้วเราจะได้
เง ือ่นไขดังตอ่ไปนี้

∂Ẽ0

∂cr
= 0 ∀r (1.10.5)

โดยผลลัพธท์ ีเ่ราได้ออกมาน้ันกค็อื Secular Equation ดังนี้

m∑
p=1

cp

(
Hpr − Ẽ0Spr

)
= 0 ∀r (1.10.6)

ซึง่สมการข้างต้นนี้กจ็ะเปน็จรงิและสามารถแก้หาผลเฉลยได้ถ้า Secular Determinant เทา่กับ 0 ดังนี้

|H − Ẽ0S|= 0 (1.10.7)

โดยที่Hpr และ Spr คอื Matrix Element ของ H และ S ตามลำดับ วธิกีารนี้มชี ือ่เรยีกวา่ Rayleigh-Ritz
Method

1.11 การประมาณของฮารท์ร-ีฟอ็ค

จดุเร ิม่ต้นของการประมาณของฮาร์ทร-ีฟอ็ค (Hartree-Fock Approximation) กค็อืพลังงานสำหรับ
Slater Determinant ทีเ่ราเพิง่ศกึษาไปในหัวข้อกอ่นหน้านี้ ซึง่ถ้าหากเขยีนสมการของพลังงานดังกลา่วโดย
ใช้ Notation แบบกระชับ ๆ จะได้ดังนี้
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E0 =
n∑
i=1

hi +
1

2

n∑
i,j=1

(Jij −Kij) + Vnn

=
n∑
i=1

〈
χi|ĥ|χi

〉
+

1

2

n∑
i,j=1

(⟨χiχj|ĝ|χiχj⟩ − ⟨χiχj|ĝ|χjχi⟩)

+ Vnn

(1.11.1)

Slater Determinant กค็อืฟงักชั์นคลืน่ท ีถ่กูประมาณขึ้นมาซึง่เราสามารถหาพลังงานทีต่ำ่ท ีส่ดุได้โดย
การใช้ Variational Principle โดยการปรับออรบ์ทัิล (Orbital Optimization) อยา่งไรกต็ามเราจะต้องไมล่มื
วา่ออร์บทัิลน้ันเปน็ตัวกำหนด Orthonormal Set และเง ือ่นไขนี้กเ็ปน็จรงิตามหลักการ Minimization โดย
ใช้การ Lagrangian Multipliers ซึง่ Lagrangian, Ẽ0, น้ันมหีน้าตาดังนี้

Ẽ0 = E0 −
n∑

i,j=1

λij (⟨χi | χj⟩ − δij)

= E0 −
n∑

i,j=1

λij (Sij − δij)

(1.11.2)

โดยทีเ่ราม ี Lagrangian Multiplier λij แตล่ะอันสำหรับแตล่ะค ูอ่อรบ์ทัิลและ δij กค็อื Kroenecker Delta
Function ซึง่บง่บอกถงึสมบัติของการเปน็ Orthonormality (Orthogonal + Normal) ของออร์บทัิล
นอกจากนี้ แล้วเราจะสังเกตเหน็ในสมการข้างต้นด้วยวา่ม ีเทอมที่เปน็การ Overlap กันระหวา่งออร์บทัิล
ซึง่เราเรยีกเทอมนี้วา่ Overlap Matrix Sij โดยมนียิามดังนี้

Sij = ⟨χi | χj⟩ (1.11.3)

เน ือ่งจากวา่การผันแปรของ Lagrangian น้ันมคีา่น้อยมาก (δẼ0) เราจะได้วา่การเปลีย่นแปลงน้อย ๆ ของ
Lagrangian นี้มสีมการคอื

δẼ0 = δE0 −
n∑

i,j=1

λij (⟨δχi | χj⟩+ ⟨χi | δχj⟩) (1.11.4)

โดยทีก่ารเปลีย่นแปลงเพยีงน้อย ๆ ของพลังงาน E0 ในสมการ (1.11.1) น้ันจะกลายเปน็
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δE0 =
n∑
i=1

〈
δχi|ĥ|χi

〉
+
〈
χi|ĥ|δχi

〉
+
1

2

n∑
i,j=1

( ⟨δχiχj|ĝ|χiχj⟩+ ⟨χiδχj|ĝ|χiχj⟩

+ ⟨χiχj|ĝ|δχiχj⟩+ ⟨χiχj|ĝ|χiδχj⟩ )
− (⟨δχiχj|ĝ|χjχi⟩ + ⟨χiδχj|ĝ|χjχj⟩
+ ⟨χiχj|ĝ|δχjχi⟩+ ⟨χiχj|ĝ|χjδχi⟩ )

(1.11.5)

ถ้าเราพจิารณาเทอมที่ 3 ของสมการที่ (1.11.5) ให้ด ี ๆ จะพบวา่เทอม Integral ท้ัง 8 เทอมของผลรวมน้ัน
สามารถจัดรปูให้งา่ยกวา่น ี้ ได้ โดยถ้าหากวา่เราใช้คณุสมบัตกิารสลับทีจ่ะพบวา่เราสามารถรวม Integral เข้า
ด้วยกันได้นัน่กเ็พราะวา่ Index i และ j น้ันจรงิ ๆ แล้วเปน็ Dummy Index ซึง่สามารถสลับกันได้ ดังน้ันเรา
จงึสมการทีก่ระชับขึ้น ดังนี้

δE0 =
n∑
i=1

〈
δχi|ĥ|χi

〉
+
〈
χi|ĥ|δχi

〉
+

n∑
i,j=1

⟨δχiχj|ĝ|χiχj⟩+ ⟨χiχj|ĝ|δχiχj⟩

− ⟨δχiχj|ĝ|χjχi⟩ − ⟨χiχj|ĝ|δχjχi⟩

(1.11.6)

ในข้ันตอนสดุท้ายนี้ เราจะทำการ Introduce โอเปอร์เรเตอร์เพ ิม่ เตมิอกี 2 ตัวนัน่ก ็คอื Coulomb
Operator

Ĵj |χi⟩ = ⟨χj|ĝ|χj⟩ |χi⟩ (1.11.7)

และ Exchange operator

K̂j |χi⟩ = ⟨χj|ĝ|χi⟩ |χj⟩ (1.11.8)

โดยทีโ่อเปอร์เรเตอร์ตัวน ี้สามารถแลกเปลีย่น (exchange) ออร์บทัิลทีต้่องการทีจ่ะกระทำได้ ดังน้ันเราจงึได้
วา่สมการ (1.11.6) น้ันจะกลายเปน็
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δE0 =
n∑
i=1

〈
δχi|ĥ|χi

〉
+
〈
χi|ĥ|δχi

〉
+

n∑
i,j=1

〈
δχi

∣∣∣Ĵj − K̂j

∣∣∣χi〉+
〈
χi

∣∣∣Ĵj − K̂j

∣∣∣ δχi〉
(1.11.9)

ลำดับตอ่ไปคอืเราจะทำการกำหนด Fock Operator f̂ ดังน ี้

f̂ = ĥ+
n∑
j=1

(
Ĵj − K̂j

)
(1.11.10)

ซึง่เราจะได้วา่ Hartree-Fock Hamiltonian ĤHF น้ันกค็อืผลรวมของ Fock Operator ของแตล่ะออรบ์ทัิล
ดังนี้

ĤHF =
n∑
i=1

f̂i (1.11.11)

โดยที่ i บง่บอกวา่เรามอีเิลก็ตรอนแตล่ะตัวน้ันมี Fock Operator เปน็ของตัวเอง เราจงึได้วา่

δE0 =
n∑
i=1

〈
δχi

∣∣∣f̂i∣∣∣χi〉+
〈
χi

∣∣∣f̂i∣∣∣ δχi〉 (1.11.12)

ซึง่เราจะได้วา่ผลรวมของ Lagrangian น้ันกลายเปน็

δẼ0 =
n∑
i=1

〈
δχi

∣∣∣f̂i∣∣∣χi〉+
〈
χi

∣∣∣f̂i∣∣∣ δχi〉
−

n∑
i,j=1

λij (⟨δχi|χj⟩+ ⟨χi|δχj⟩)
(1.11.13)

โดยเราจะสันนษิฐานวา่ไมว่า่จะเปน็การเปลีย่นแปลงเพยีงน้อย ๆ ของ ⟨δχi| หรอื |δχi⟩ น้ันสอดคล้องกับ
หลักการผันแปร (Variational Principle) เชน่ δẼ0 = 0 เราจะได้วา่มคีวามสัมพันธ์ 2 อันทีเ่ปน็จรงิและเกดิ
ขึ้นได้พร้อมกันนัน่คอื
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n∑
i=1

⟨δχi|f̂i|χi⟩ −
n∑

i,j=1

λij ⟨δχi|χj⟩ = 0 (1.11.14)

และ

n∑
i=1

⟨χi|f̂i|δχi⟩ −
n∑

i,j=1

λij ⟨χi|δχj⟩ = 0 (1.11.15)

ถ้าหากวา่เราใช้คณุสมบัตดัิงตอ่ไปนี้

〈
δχi

∣∣∣f̂i∣∣∣χi〉 =
〈
χi

∣∣∣f̂i∣∣∣ δχi〉∗ (1.11.16)

และทำการลบสมการที่ (1.11.14) ออกจากคอนจเูกตเชงิซ้อน (Complex Conjugate) ของสมการที่ (1.11.15)
เราจะได้วา่

n∑
i,j=1

(
λij − λ∗ji

)
⟨δχi|χj⟩ = 0 (1.11.17)

ซึง่เง ือ่นไขข้างบนน้ันจะเปน็จรงิถ้า λij น้ันคอืสมาชกิของ Hermitian Matrix.

ข้ันตอนตอ่ไปกค็อืเราจะทำการปรับสมการที่ (1.11.14) ใหมใ่ห้อย ูใ่นรปูของเซตของปญัหาคา่ไอเกน
(Eigenvalue Problems) แทนทีจ่ะอย ูใ่นรปูของคา่คาดหวัง (Expectation Value)

f̂i |χi⟩ =
n∑
j=1

λij |χj⟩ (1.11.18)

ตอนนี้เราสามารถใช้ Unitary Transformation เพือ่ชว่ยในการสร้างออรบ์ทัิลซึง่จะได้วา่ λij น้ันกลาย
เปน็ Diagonal Matrix ดังนี้ (ϵi = λij)

f̂i |χi⟩ = ϵi |χj⟩ (1.11.19)

โดยออร์บทัิลทีเ่ราสร้างหรอืกำหนดขึ้นมานี้ เปน็ออร์บทัิลแบบเฉพาะซึง่เราจะเรยีกออร์บทัิลนี้วา่ Canonical
Orbital และ ϵi กค็อืพลังงานของออร์บทัิล นอกจากนี้ แล้วสมการที่ (1.11.19) น้ันจรงิ ๆ แล้วกค็อืสมการ
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Hartree-Fock แล้วกเ็ปน็เซตของสมการEigenvalue Equation หลาย ๆ อันผสมกันเนือ่งจากวา่ Fock Op-
erator น้ันขึ้นอย ูกั่บออรบ์ทัิลทกุ ๆ อันผา่น Coulomb Operator กับ Exchange Operator ตามลำดับ

ในการแก้สมการ Hartree-Fock น้ัน เราจะใช้ เทคนคิที่เรยีกวา่ Self-Consistent Field (SCF) ซึง่
เปน็การแก้สมการแบบวนซ้ำเทยีบกับตัวเอง โดย SCF น้ันถกูเอามาใช้กับออร์บทัิลเร ิม่ต้นทีเ่ราจะต้องเดา
ขึ้นมากอ่นเพือ่นำไปใช้ในการสร้างหรอืเดา Fock Operator ตอ่ไป ซึง่ตอ่จากน้ันกจ็ะเปน็การแก้สมการที่
(1.11.19) เพือ่ใช้ในการปรับ (Update) Fock Operator อันใหม่ กระบวนการท้ังหมดนี้จะถกูทำซ้ำไปเร ือ่ย ๆ
จนกวา่จะล ูเ่ข้าภายใต้เง ือ่นไขทีเ่รากำหนด

คราวนี้ เรามาดรูายละเอยีดของ Hartree-Fock กค็อืวา่ถ้าเราสามารถเขยีน Slater Determinant ได้
ดังนี้

φt =
N∑
I=1

dZi
dRIt

−
n∑
i=1

⟨χi|
1

rit
|χi⟩ (1.11.20)

โดยทีเ่ทอมทีส่องของทางด้านขวาของสมการน้ันคอือนิทกิรัลตัวเดยีวกับที่ Coulomb Operator มี

ท้ายทีส่ดุแล้วพลังงานของออรบ์ทัิล i (ϵi) สามารถคำนวณได้จาก Expectation Value ดังนี้

ϵi =
〈
χi

∣∣∣f̂i∣∣∣χi〉
≈ hi +

n∑
j=1

(Jij −Kij)
(1.11.21)

แทนทีเ่ราจะทำการอนิทเิกรต Fock Operator f̂i เรากท็ำการแทนคา่เทอมนี้ กลับเข้าไปในสมการ Two-
Electron Integrals ที่เรามีอย ู่กอ่นหน้านี้ ซึง่ก ็จะได้วา่พลังงานสำหรับ Slater Determinant (สมการที่
(1.11.1)) น้ันสามารถหาได้จากการประมาณ Hartree-Fock ดังนี้

E0 =
n∑
i=1

ϵi −
1

2

n∑
i,j=1

(Jij −Kij) + Vnn (1.11.22)

และจากสมการข้างบนนี้ ไมไ่ด้มเีพยีงแคเ่ทอมพลังงานรวมทีม่าจากออร์บทัิลเทา่น้ัน แตยั่งมกีารรวมพลังงาน
ระหวา่งนวิเคลยีส-นวิเคลยีส Vnn เข้าไปด้วย
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1.12 เบซสิเซท

“เบซสิเซท (Basis Set) สำคัญยังไง ทำไมเราต้องกำหนด Basis Set กอ่นการรันการคำนวณเคมคีวอน
ตัมทกุคร้ัง?” ผมเร ิม่ต้นหัวข้อด้วยคำถามนี้กเ็พราะวา่ผ ู้อา่นหลายคนนา่จะให้ความสนใจ ใครทีเ่รยีนวชิาเคมี
เชงิฟสิกิส์ข้ันสงูโดยเฉพาะหัวข้อโครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิส์ (Electronic Structure) หรอืกำลังทำงานวจัิย
ทางด้านนี้อย ูน่า่จะต้องเคยมปีระสบการณใ์นการคำนวณเคมคีวอนตัมสำหรับการศกึษาคณุสมบัตขิองโมเลกลุ
โดยการใช้วธิทีางควอนตัมกันมาบ้างแล้ว ปกตแิล้วเราจะต้องทำการกำหนด Basis Set ทีเ่ราจะใช้สำหรับ
อะตอมแตล่ะตัวซึง่โดยทัว่ไปเรากมั็กจะเลอืก Basis Set เพยีงแค ่ 1 อันสำหรับท้ังโมเลกลุ เชน่ 6-31G(d) หรอื
cc-pVTZ แล้ว Basis Set สำคัญยังไงและสง่ผลตอ่ความถกูต้องของผลทีไ่ด้จากการคำนวณมากน้อยแคไ่หน
เราจะมาหาคำตอบกันในหัวข้อนี้

ต้องเท้าความความร ู้ท ีเ่ราเคยเรยีนกันจากวชิากลศาสตร์ควอนตัมเชงิโมเลกลุ (Molecular Quantum
Mechanics) กอ่นวา่นักวทิยาศาสตร์น้ันต้องการทีจ่ะหาฟงักชั์นทางคณติศาสตร์ท ีไ่มซั่บซ้อนเพือ่มาอธบิายอ
อร์บทัิล (ออร์บทัิลในทีน่ ี้ คอืออร์บทัิลเชงิสปนิ ซึง่เปน็ออร์บทัิลทีร่วมผลของสปนิของอเิลก็ตรอนเข้าไปด้วย)
ซึง่ฟงักชั์นทีเ่ราเลอืกมาน้ันจะต้องสามารถชว่ยให้เราแก้สมการ Hartree-Fock ได้อยา่งสะดวกด้วย ซึง่สดุท้าย
แล้วนักวทิยาศาสตรน้ั์นกใ็ช้ออรบ์ทัิลเชงิโมเลกลุหรอื Molecular Orbitals (MOs) ในการอธบิายโมเลกลุ โดย
MOs นี้สามารถถกูเขยีนให้อย ูใ่นรปูของผลรวมเชงิเส้นของออรบ์ทัิลเชงิอะตอมหรอื Atomic Orbitals (AOs)
ได้หรอืทีเ่รยีกวา่วธิ ี Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO) ซึง่กม็าจากแนวคดิทีว่า่อะตอมหลาย
ๆ อะตอมรวมกันได้เปน็โมเลกลุ โดยออรบ์ทัิลเชงิสปนิ (χi) น้ันสามารถถกูเขยีนให้อย ูใ่นรปูการกระจายด้วย
ฟงักชั์นเบสสิ (Basis Function, ϕp) ท้ังหมด m ฟงักชั์นได้ดังนี้

|χi⟩ =
m∑
p=1

cip |ϕp⟩ (1.12.1)

ถ้าผ ู้อา่นไปอา่นหนังสอืบางเลม่แล้วพบวา่มกีารใช้ตัวแปรทีต่า่งกันออกไป เชน่ ตามสมการด้านลา่งนี้

|ψi⟩ =
m∑
p=1

cip |φp⟩ หรอื |ψi⟩ =
∑
j=1

cij |φj⟩ (1.12.2)

กไ็มต้่องตกใจไปเพราะวา่สมการที่ (1.12.2) น้ันกค็อืสมการเดยีวกันกับสมการที่ (1.12.1) นัน่เอง

อยา่งไรกต็ามในการเขยีนสมการคณติศาสตรเ์พือ่อธบิายออรบ์ทัิลน้ันถงึแม้วา่หนังสอืหลาย ๆ เลม่จะใช้
ตัวอักษรตา่งกันแตโ่ดยทัว่ไปแล้วมักจะเขยีนด้วยตัวอักษรกรกี ตัวอยา่งเชน่ เราใช้ psi (ψ) ในการแทน MOs
และใช้ phi (φ) ในการแทน Basis Function ซึง่เราสามารถเขยีน MOs ได้ด้วยวธิ ี LCAO ซึง่เปน็ผลรวมของ
ผลคณูระหวา่งสัมประสทิธ ิ์ c กับ Basis Function สำหรับแตล่ะ MOs ในโมเลกลุ จรงิ ๆ แล้ว c น้ันมชี ือ่เตม็ ๆ
วา่ “สัมประสทิธ ิก์ารกระจายของออรบ์ทัิลเชงิโมเลกลุ” หรอื Molecular Orbital Expression Coefficients
หรอืเราจะเรยีกส้ัน ๆ วา่ MO Coefficients กไ็ด้ นอกจากนี้ แล้วในทางทฤษฎน้ัีน Basis Function จะถกู
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กำหนดให้มตีำแหนง่อย ูท่ ีจ่ดุศนูยก์ลางของอะตอม (Atom-centered Basis Function) อยา่งไรกต็ามเราไมม่ ี
กฎตายตัววา่ Basis Function น้ันจะต้องอย ูจ่ดุศนูยก์ลางของอะตอมเสมอไปถ้าหากเราสามารถหาฟงักชั์นที่
อธบิายรปูรา่งของออรบ์ทัิลได้อยา่งเหมาะสม

เมือ่เรานำสมการของการกระจาย Basis Function เข้าไปแทนในสมการ Hartree-Fock (สมการที่
(1.11.19)) เราจะได้วา่

f̂i

m∑
p=1

cip |ϕp⟩ = ϵi

m∑
j=1

cip |ϕp⟩ ∀i (1.12.3)

ในหัวข้อตอ่ไปเราจะมาดรูายละเอยีดของ Atom-centered Basis Function กันครับ

1.12.1 การกระจายของเบซสิเซท

เราเร ิม่ต้นหัวข้อนี้ด้วยสัญกรณเ์มทรกิซต์อ่ไปนี้

ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . ϕm) (1.12.4)

ci =


c1i
c2i
...
cmi

 และ C =


c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
... ... . . . ...
cm1 cm2 . . . cmn

 (1.12.5)

ซึง่จะทำให้เราสามารถเขยีนความสัมพันธดั์งตอ่ไปนี้ได้

χi = ϕ · ci และ χ = ϕ · C (1.12.6)

โดยที่ · หมายถงึการคณูแบบ Dot Product และทางด้านซ้ายกับด้านขวาคอืการคณูกับเวกเตอรแ์ละเมทรกิซ์
ตามลำดับ แล้วเรากก็ำหนด Fock Matrix ดังตอ่ไปด้วยนี้

F =


⟨ϕ1|f̂ |ϕ1⟩ ⟨ϕ1|f̂ |ϕ2⟩ . . . ⟨ϕ1|f̂ |ϕm⟩
⟨ϕ2|f̂ |ϕ1⟩ ⟨ϕ2|f̂ |ϕ2⟩ . . . ⟨ϕ2|f̂ |ϕm⟩

... ... . . . ...
⟨ϕm|f̂ |ϕ1⟩ ⟨ϕm|f̂ |ϕ2⟩ . . . ⟨ϕm|f̂ |ϕm⟩

 (1.12.7)
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และกำหนด Overlap Matrix ดังตอ่ไปนี้

S =


⟨ϕ1 | ϕ1⟩ ⟨ϕ1 | ϕ2⟩ . . . ⟨ϕ1 | ϕm⟩
⟨ϕ2 | ϕ1⟩ ⟨ϕ2 | ϕ2⟩ . . . ⟨ϕ2 | ϕm⟩

... ... . . . ...
⟨ϕm | ϕ1⟩ ⟨ϕm | ϕ2⟩ . . . ⟨ϕm | ϕm⟩

 (1.12.8)

โดยที่ ⟨. . . |. . . |. . . ⟩ และ ⟨. . . |. . . ⟩ คอืสมาชกิของเมทรกิซห์รอื Matrix Element

เม ือ่เรานำ Variation Principle และวธิ ี Rayleigh-Ritz ทีไ่ด้ศกึษาไปแล้วเราจะได้วา่สมการทีเ่รยีกวา่
Roothaan-Hall ดังตอ่ไปนี้

Fci = ϵiSci หรอื FC = SCϵ (1.12.9)

โดยที่ ϵ คอืเมทรกิซ์แนวทแยง (Diagonal Matrix) ซึง่ม ี ϵi เปน็พลังงานออร์บทัิล (Orbital Energies) และ
สมการที่ (1.12.9) น้ันกค็อืสมการปญัหาไอเกน (Eigenvalue Problem) ซึง่เราสามารถหา Eigenvalues และ
Eigenvectors ของ Fock Matrix ออกมาได้ซึง่กค็อืพลังงานของออร์บทัิลนัน่เอง สว่น Overlap Matrix น้ัน
จรงิ ๆ แล้วเราจะมองวา่เปน็ตัวเทยีบกับ Fock Matrix กไ็ด้เพราะวา่ Overlap Matrix น้ันจะถกูลดรปูเหลอื
เปน็เพยีงแค ่ Unity Matrix 1

ในทำนองเดยีวกันกับการแก้สมการ Hartree-Fock น้ันเราสามารถใช้วธิกีารวนซ้ำ Self-Consistent
Field (SCF) ในการแก้สมการ Roothaan-Hall เน ือ่งจากวา่ Fock Matrix น้ันขึ้นอย ู่กับ Eigenvectors
(สัมประสทิธ ิข์องออรบ์ทัิล)

1.12.2 เมทรกิซค์วามหนาแนน่

ในหัวข้อนี้ เราจะมาศกึษาสิง่ท ีเ่รยีกวา่ เมทริกซ์ความหนาแน่น หรอื Density Matrix กันครับ ซึง่ Den-
sity Matrix นี้ สำคัญมาก ๆ ในเคมีควอนตัมเพราะวา่ถกูนำมาใช้เยอะมาก ๆ ในหลาย ๆ สมการ คำถาม
หลาย ๆ ข้อ เชน่ “Density Matrix คอือะไร?”, “ทำไมเราต้องมสี ิง่น ี้ ด้วย?”, “ประโยชนห์รอืความสำคัญของ
Density Matrix คอือะไร?” เราจะมาหาคำตอบกันในบทนี้ครับ

ผมขอเร ิม่ด้วย Fock Matrix Fpq ซึง่มสีมการดังตอ่ไปนี้ (เราเพิง่ศกึษากันไปในหัวข้อทีแ่ล้ว)
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Fpq =
〈
ϕp|f̂ |ϕq

〉
=
〈
ϕp|ĥ|ϕq

〉
+

n∑
j=1

〈
ϕp

∣∣∣Ĵj − K̂j

∣∣∣ϕq〉
=
〈
ϕp|ĥ|ϕq

〉
+

n∑
j=1

⟨ϕpχj|ĝ|ϕqχj⟩ − ⟨ϕpχj|ĝ|χjϕq⟩

=
〈
ϕp|ĥ|ϕq

〉
+

n∑
j=1

m∑
r,s=1

cjrcjs (⟨ϕpϕr|ĝ|ϕqϕs⟩ − ⟨ϕpϕr|ĝ|ϕsϕq⟩)

=
〈
ϕp|ĥ|ϕq

〉
+

m∑
r,s=1

Drs (⟨ϕpϕr|ĝ|ϕqϕs⟩ − ⟨ϕpϕr|ĝ|ϕsϕq⟩)

(1.12.10)

ไอเดยีก ็คอืเม ือ่ เราทำการเขยีนออร์บทัิลให้อย ู่ในรปูของผลคณูของสัมประสทิธ ิ์ (Coefficients) กับ Basis
Function แล้วเรากท็ำการจัดรปูสมการให้ Coefficients น้ันมาคณูกัน ซึง่เราจะทำการกำหนดให้ Density
Matrix น้ันคอืเมทรกิซท์ ีเ่ปน็ผลคณูระหวา่งสัมประสทิธ ิข์องออรบ์ทัิล (Coefficients) นัน่เอง ดังนี้

Drs =
n∑
j=1

cjrcjs (1.12.11)

นอกจากนี้เรายังสามารถกำหนด Notation เพิม่เตมิสำหรับ Two-Electron Integrals ได้อกีด้วย ดังนี้

Gprqs = ⟨ϕpϕr|ĝ|ϕqϕs⟩ − ⟨ϕpϕr|ĝ|ϕsϕq⟩ (1.12.12)

ซึง่ทำให้เราสามารถเขยีนสมการ Fock Matrix ทีเ่รยีบงา่ยกวา่เดมิได้ดังนี้

Fpq = hpq +
m∑

r,s=1

DrsGprqs (1.12.13)

ไมเ่พยีงแค ่ Fock Matrix กับ Two-Electron Integrals เทา่น้ันทีเ่ราสามารถเขยีนสมการใหมใ่ห้อย ูใ่น
รปูทีม่ ี Density Matrix ได้ แตยั่งมปีรมิาณอืน่ ๆ อกี เชน่ พลังงานทีไ่ด้จาก Slater Determinant กส็ามารถ
เขยีนให้มเีทอม Density Matrix ได้ด้วย โดยเราเร ิม่ต้นจากสมการพลังงานกอ่น

E0 =
n∑
i=1

〈
χi|ĥ|χi

〉
+

1

2

n∑
i,j=1

(⟨χiχj|ĝ|χiχj⟩ − ⟨χiχj|ĝ|χjχi⟩) + Vnn (1.12.14)
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แล้วกท็ำการใช้ LCAO แล้วกเ็ขยีนให้ Coefficients น้ันมาคณูกัน

E0 =
n∑
i=1

m∑
p,q=1

cipciq

〈
ϕp|ĥ|ϕq

〉
+

1

2

n∑
i,j=1

m∑
p,q,r,s=1

cipciqcjrcjs (⟨ϕpϕr|ĝ|ϕqϕs⟩ − ⟨ϕpϕr|ĝ|ϕsϕq⟩)
(1.12.15)

แล้วกต็ามด้วยการแทนเทอมตา่ง ๆ ด้วย Density Matrix และ Two-Electron Integrals

E0 =
m∑

p,q=1

Dpqhpq +
1

2

m∑
p,q,r,s=1

DpqDrsGprqs + Vnn (1.12.16)

ความสำคัญของ Density Matrix น้ันกค็อืความสามารถในการอธบิายสถานะควอนตัมของระบบของ
เรา โดยเราอาจจะเปรยีบเทยีบงา่ย ๆ กไ็ด้วา่ Density Matrix น้ันเปน็เสมอืนตัวแทนของ Wavefunction แต่
ข้อดอียา่งหนึง่ท ี่ Density Matrix มน้ัีนกค็อืข้อมลูทีส่มาชกิแนวทแยงของ Density Matrix น้ันเกบ็ซอ่นไว้นัน่
กค็อื Diagonal Elements (p = q) ซึง่บง่บอกถงึโอกาสทีอ่อรบ์ทัิลน้ันจะอย ูใ่นสถานะควอนตัมหนึง่ ๆ หรอื
ทีเ่ราเรยีกกันวา่ Population สว่น Off-diagonal Elements (p ̸= q) น้ันจะบง่บอกถงึ Coherence ของ
ระบบ

นอกจากนี้แล้วกยั็งมคีณุสมบัตอิ ืน่ ๆ ทีน่า่สนใจของ Density Matrix เชน่ Density Matrix น้ันเปน็ตัว
กำหนดความหนาแนน่ประจ ุ (Charge Density) ของระบบ และ Density Matrix น้ันไมข่ึ้นกับ Orbitals

1.12.3 Basis Set สำหรับการคำนวณโครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิส์

คราวนี้ เราจะมาดรูายละเอยีดของ Basis Function โดยผมขอยกตัวอยา่งของ Basis Set ทีไ่ด้รับความ
นยิมมาก ๆ อันหนึง่นัน่กค็อื 6-31G(d) ซึง่หลาย ๆ คนมักจะใช้กันตอนทีเ่ตรยีม Input File สำหรับรันการ
คำนวณ เราจะมาดรูายละเอยีดประเภทของฟงักชั์นทีเ่ปน็หน้าตาของ Basis Function กันกอ่น ในชว่งยคุเร ิม่
ต้นของการพัฒนาวธิสีำหรับการคำนวณ Electronic Structure น้ันได้มกีารพัฒนาสิง่ท ีเ่รยีกวา่ Slater Type
Orbitals (STOs) ขึ้นมา ซึง่ STOs นี้ เปน็ฟงักชั์นทีถ่กูสร้างขึ้นมาจากการนำฟงักชั์น 2 ฟงักชั์นมารวมกันนัน่
คอืฟงักชั์นของสว่นเปน็เชงิรัศมี (Radial Part) กับฟงักชั์นของสว่นทีเ่ปน็เชงิมมุ (Angular Part) ท ีอ่ธบิายรัศมี
หรอืขนาดของออรบ์ทัิลและอธบิายรปูรา่งของออรบ์ทัิลตามลำดับ สมการของ STOs คอื

R(r) = Nrn−1e−ζr (1.12.17)
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เม ือ่อา่นมาถงึจดุน ี้แล้วผ ู้อา่นกน็า่จะเข้าใจได้ทันทเีลยวา่ STOs น้ันกค็อืฟงักชั์นเร ิม่ต้นทีถ่กูนำมาใช้ใน
การอธบิายออร์บทัิลหรอืฟงักชั์นคลืน่ (Wavefunction) ของอเิลก็ตรอนทีอ่ย ูใ่นอะตอมน้ัน ๆ ขึ้นมา ถ้าหาก
เราพลอต STOs Function ให้เปน็ฟงักชั์นกับรัศมแีล้วเราจะได้ฟงักชั์นทีมั่นจะมคีวามราบเรยีบ (Smooth)
ตามคา่รัศมที ีเ่พ ิม่ขึ้น อยา่งไรกต็ามการใช้ STOs น้ันมข้ีอจำกัดหรอืข้อด้อยสำหรับการนำไปใช้ในการคำนวณ
กค็อืเทอมทีเ่ปน็ Two-Electron Integral หรอื Electron Repulsion Integral (ERI) ท ีถ่กูอนิทเิกรตโดยใช้
STOs น้ันคำนวณได้ยากมาก ๆ ดังน้ันในชว่งเวลาตอ่มาจงึได้มกีารพัฒนาฟงักชั์นทีเ่หมอืนกับวา่คล้าย ๆ กับ
STOs ขึ้นมาแตส่ามารถนำไปใช้ได้ในกรณที ีห่ลากหลายกวา่ (General) นัน่กค็อื Gaussian Type Orbitals
(GTOs) ซึง่กต็ามชือ่เลยนัน่คอืฟงักชั์นทีใ่ช้เปน็ Gaussian Function โดยมสีมการคอื

Gnlm(r, θ, ψ) = Nn r
n−1e−αr

2︸ ︷︷ ︸
radial part

Y m
l (θ, ψ)︸ ︷︷ ︸
angular part

(1.12.18)

ความแตกตา่งระหวา่ง STOs กับ GTOs กค็อืเทอมทีเ่ปน็ดกีรหีรอืกำลังของฟงักชั์น Exponential ใน
GTOs น้ันเราจะมกีารนำรัศมมีายกกำลัง (r2) แตว่า่ใน STOs น้ันรัศมจีะเปน็แคก่ำลังหนึง่เทา่น้ัน GTOs น้ัน
มปีระโยชน์มาก ๆ ในการคำนวณเพราะวา่เราสามารถคำนวณ ERI ได้งา่ยกวา่ STO มาก ผู้อา่นทีส่นใจราย
ละเอยีดของทฤษฎสีามารถอา่นบทความวชิาการของ S.F. Boys ทีต่พีมิพ์งานวจัิยในป ี 1950 หรอืประมาณ
70 ปที ีแ่ล้วได้ ผมขอสรปุอยา่งนี้ครับวา่ความแตกตา่งระหวา่ง STOs กับ GTOs น้ันกค็อืลักษณะพฤตกิรรม
ของตัวฟงักชั์นที่ r = 0 (ท ีจ่ดุศนูยก์ลางของอะตอม) กับที่ r = inf (Infinity) หรอืทีใ่กลจากนวิเคลยีสมาก
ๆ โดยที่ STOs น้ันจะมี Cusp หรอืจดุทีเ่ปน็การเปลีย่นหรอื Transition ระหวา่ง States ทีต่ำแหนง่ r = 0

ในขณะที่ GTOs น้ันจะมคีวามไมถ่กูต้องทีต่ำแหนง่ r = 0 นอกจากนี้ คอืลักษณะของฟงักชั์น GTO จะมี
คา่ท ีล่ดลงเรว็กวา่ STO มากโดยเฉพาะตำแหนง่ทีอ่เิลก็ตรอนน้ันอย ูห่า่งจากนวิเคลยีสแบบไกล ๆ (r = inf)

นอกจากนี้ แล้วยังม ีฟงักชั์นแบบพเิศษอกีอันนงึทีเ่รยีกวา่ Contracted Gaussian Type Orbitals ด้วยซึง่
เปน็การปรับปรงุให้ GTOs สามารถอธบิายพฤตกิรรมของอเิลก็ตรอนสำหรับออรบ์ทัิลเชงิอะตอมได้ดยี ิง่ขึ้น

กลับมาทีค่ำถามของเรานัน่กค็อื Basis Set สำคัญยังไง คำตอบคอื Basis Set น้ันจะประกอบไปด้วย
ข้อมลูทีเ่ราจะนำมาใช้ในการสร้าง MOs นัน่เอง โดยทีใ่นไฟลห์นึง่ไฟลน้ั์นจะมข้ีอม,ู เชน่ ประเภทของออรบ์ทัิ
ล (Orbital Types), จำนวนของ Primitive Gaussian, Scale Factor, Orbital Exponent และทีส่ำคัญคอื
Coefficients ทีจ่ะถกูนำมาใช้ในการสร้าง Wavefunction เร ิม่ต้นนัน่เอง โดยฟอรแ์มทของ Basis Set ในไฟล์
น้ันมดัีงนี้

atomic symbol
Shell_type, No. of primitive Gaussians, Scale_factor
Orbital exponent, Contraction coefficient
[repeat x times]

โดยที่ x คอืจำนวนของ Primitive Gaussian ตัวอยา่งเชน่ Basis Set “STO-3d” ของอะตอมคารบ์อน
น้ันมดัีงนี้
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C 0
S 3 1.00
.7161683735D+02 .1543289673D+00
.1304509632D+02 .5353281423D+00
.3530512160D+01 .4446345422D+00
SP 3 1.00
.2941249355D+01 -.9996722919D-01 .1559162750D+00
.6834830964D+00 .3995128261D+00 .6076837186D+00
.2222899159D+00 .7001154689D+00 .3919573931D+00

เราจะมาดทูลีะแถวกันครับ

• แถวแรกคอืระบวุา่เปน็ออรบ์ทัิล 1s ของอะตอมคารบ์อนซึง่สามารถเขยีนได้ด้วยผลรวมของ Primitive
Gaussian 3 อันโดยมตัีวคณูปรับขนาด (Scale Factor) คอื 1

• แถวที่ 2-4 คอืเปน็ Orbital exponent และ coefficients ตามลำดับ

ดังน้ันสำหรับออร์บทัิล 1s ของอะตอมคารบ์อนน้ันจะมาสามารถเขยีนได้เปน็ผลรวมของเทอม STO Func-
tions 3 ฟงักชั์นรวมกันนัน่เอง สำหรับออร์บทัิลอืน่ ๆ ของอะตอมคารบ์อนน้ันกท็ำแบบเดยีวกันแตว่า่จะมี
เทคนคิบางอยา่งมาชว่ยให้การคำนวณน้ันทำได้เรว็ขึ้น เชน่ ออร์บทัิล 2s กับ 2p น้ันจะใช้ Orbital Expo-
nent คา่เดยีวกันแตว่า่จะใช้ Contraction Coefficients ทีต่า่งกัน คราวนี้ เราลองมาทำแบบฝกึหัดส้ัน ๆ
ในการนับจำนวนของ Basis Functions ทีเ่ราต้องการนำมาใช้สำหรับโมเลกลุ Methanol (CH4O) กัน เร ิม่
ต้นเลยสำหรับ AOs 1s, 2s, และ 2p น้ันเราจะใช้ Gaussian 3 ฟงักชั์น ดังน้ันเราจะมี Basis Function 5
อันสำหรับคารบ์อนแตล่ะอะตอมและสำหรับอะตอมออกซเิจนด้วย และจะมแีค ่ Basis Function 1 ฟงักชั์น
สำหรับอะตอมไฮโดรเจนแตล่ะตัว ดัง น้ันรวมท้ังหมดเราจะมี 14 Basis Functions ซึง่ก ็เทา่กับ 14 MO-
coefficients สำหรับการทำ SCF Calculation ในแตล่ะรอบนัน่เอง คราวนี้ Basis Function ท้ัง 14 อันน้ัน
จะมี Gaussian Primitive อกี 3 อันยอ่ย ดังน้ันจำนวน Primitives ท้ังหมดของโมเลกลุ CH4O จงึเทา่กับ
14 = 42

สำหรับการคำนวณจำนวน Basis Function และ Gaussian Primitive น้ันมรีายละเอยีดอกีเยอะพอ
สมควร ขึ้นอย ูกั่บวา่ใช้ Basis Set แบบไหน เพราะวา่ Basis Set น้ันมหีลายประเภท เชน่ Split-valence,
Double Zeta, Polarization, หรอื Diffuse Functions นอกจากนี้ การเลอืกใช้ Basis Set น้ันกข็ึ้นอย ูกั่บ
ประเภทของโมเลกลุรวมถงึส ิง่ท ีต้่องการคำนวณด้วย

1.13 พลังงานสหสัมพันธข์องอเิลก็ตรอน

พลังงานสหสัมพันธ์ของอเิลก็ตรอน (Electron Correlation Energy) เปน็เทอมพลังงานอกีเทอมนงึที่
สำคัญมาก ๆ ซึง่เปน็เทอมทีอ่ธบิายถงึอันตรกริยิาระหวา่งอเิลก็ตรอนซึง่ในทฤษฎี HF น้ันไมม่เีทอมนี้ ดังน้ัน
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ทำให้คา่พลังงานทีไ่ด้จากการคำนวณน้ันไมถ่กูต้องดังน้ันจงึได้มกีารพัฒนาทฤษฎกีารคำนวณเพือ่เพ ิม่ความถกู
ต้องให้กับวธิ ี HF ซึง่เพ ิม่หรอืรวม Correlation Energy เข้าไปด้วยโดยเราเรยีกวธิเีหลา่น้ันวา่วธิ ี Post-HF

กำหนดให้ Correlation Energy ของโมเลกลุทีอ่ย ูใ่นสถานะ i น้ันมสีมการดังตอ่ไปนี้

Ecorr
i = Eexact

i − EHF
i (1.13.1)

โดยเทอม Eexact
i คอืพลังงานทีแ่ท้จรงิของโมเลกลุซึง่ เปน็ผลเฉลยของสมการชโรดงิเงอร์ซึง่ก ็ไมม่ ีใครร ู้ วา่

มคีา่เทา่ไหร ่ (สำหรับระบบทีม่อีเิลก็ตรอนต้ังแต ่ 2 ตัวขึ้นไป) เน ือ่งจากวา่ Hamiltonian ของโมเลกลุน้ันมี
คณุสมบัตทิ ีเ่หมอืนกันกับ Fock Operator ตามสมการที่ (1.11.10) ดังน้ัน “Exact Wavefunction” ψexact

i

น้ันจงึสามารถให้อย ูใ่นรปุของผลรวมของผลเฉลยของวธิ ี HF สำหรับแตล่ะ State ψHF
µ ได้ดังนี้

ψexact
i =

∑
µ

Ciµψ
HF
µ (1.13.2)

โดยที่Ciµ คอืสัมประสทิธ ิข์องการกระจาย (Expansion Coefficients) ท ีเ่ราจะต้องคำนวณนัน่เอง ในทฤษฎี
Molecular Orbital น้ันเราจะโฟกัสไปที่ Hartree-Fock State (ψHF

µ ) และการหาCiµ ทีส่อดคล้องกันนัน่เอง
โดยวธิที ีผ่ ู้อา่นจะได้ศกึษาในหัวข้อนี้จะอ้างองิกับวธิ ี Restricted Hartree-Fock เชน่ Closed-Shell System
(ระบบที่ม ีอเิลก็ตรอนเปน็เลขค ู่และออร์บทัิลแตล่ะอันน้ันมีอเิลก็ตรอนบรรจ ุอย ู่ 2 ตัว) สำหรับ Hartree-
Fock State น้ันจรงิ ๆ แล้วก ็คอื State ของโมเลกลุที่เปน็ไปได้ ท้ังหมดนัน่เองซึง่ก ็จะแตกตา่งกันไปตาม
Configuration ของอเิลก็ตรอน กรณที ีเ่ปน็สถานะพื้นน้ันโมเลกลุจะมี State ได้เพยีงแบบเดยีวซึง่จะมพีลังงาน
ทีต่ำ่ท ีส่ดุด้วยและเมือ่อเิลก็ตรอนถกูกระต ุ้นให้กระโดดขึ้นไปอย ูใ่นออรบ์ทัิลทีส่งูขึ้นกจ็ะนับเปน็ State ใหม ่

1.14 ทฤษฎฟีงักชั์นคลืน่

1.14.1 วธิ ี Configuration Interaction

ทฤษฎีอันหนึง่ท ี่ได้ รับความนยิมและถกูพัฒนาและใช้มาอยา่งยาวนานแล้วก ็คอื Configuration In-
teraction (CI) ซึง่ ถ้าจะให้ผมแปลเปน็ภาษาไทยกน็า่จะแปลได้เปน็ “วธิ ีปฏสัิมพันธ์ขององค์ประกอบของ
อเิลก็ตรอน” ซึง่ผมเช ือ่วา่ผ ู้อา่นหลายคนกค็งจะงงกันแน่ ดังน้ันผมจะขอเรยีกวธินี ี้ ด้วยชือ่ภาษาอังกฤษแทน
เพราะวา่คำศัพทเ์ชงิเทคนคิหลาย ๆ คำน้ันถ้าเราเรยีกโดยใช้ภาษาอังกฤษจะเข้าใจได้งา่ยกวา่ โอเคครับแล้ววธิ ี
CI คอือะไรกันแน่ ผมจะพยายามอธบิายตามทีผ่มเข้าใจครับ

คำวา่ Configuration น้ันคอืเปน็การอธบิายวา่ Wavefunction น้ันสามารถถกูเขยีนให้อย ูใ่นรปูของผล
รวมเชงิเส้นของ Slater Determinants หลาย ๆ อันได้ สว่นคำวา่ Interactions จะหมายถงึปฏสัิมพันธห์รอื
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อันตรกริยิาระหวา่งการจัดเรยีงอเิลก็ตรอนในรปูแบบทีแ่ตกตา่งกันไป พดูงา่ย ๆ กค็อืถ้าเรานำการจัดเรยีง
อเิลก็ตรอนทีเ่ปน็ไปได้แตล่ะแบบมารวมกันกจ็ะเกดิ Interaction ขึ้นนัน่เอง โดยในทางเคมคีวอนตัมน้ันการ
จัดเรยีงอเิลก็ตรอนหรอื (Electron Configuration) น้ันคอื State ของ Wavefunction นัน่เอง คำถามถัดมา
คอืแล้ววธิ ี CI น้ันอธบิาย Electron Correlation ให้กับวธิ ี HF ได้ยังไง คำตอบกค็อืวธิ ี CI น้ันกใ็ช้หลักการ
เดยีวกันกับวธิ ี HF นัน่กค็อืใช้ Variational Wavefunction ทีเ่ปน็ผลรวมเชงิเส้นของ Configuration State
Functions (CSFs) ทีถ่กูสร้างขึ้นมาจาก Spin Orbitals โดยเราสามารถเขยีน Wavefunction ของวธิ ี CI ให้
อย ูใ่นรปูของผลรวมเชงิเส้นของ CSFs หลาย ๆ อันรวมกันได้ ดังนี้

ψCI
0 =C0ψ

HF
0 +

∑
µ

Cµψ
(1)
µ +

∑
µ

Cµψ
(2)
µ + . . .

=C0ψ
HF
0 +

∑
i

∑
a

Ca
i ψ

a
i +

∑
i,
j>i

∑
a,
b>a

Cab
ij ψ

ab
ij + . . .

(1.14.1)

โดยที่ ψHF
i คอื State ทีเ่ปน็ Ground State ของวธิ ี HF แบบปกต,ิ ψ(1)

µ คอื State ทีม่กีารกระต ุ้นอเิลก็
ตรอน 1 ตัวหรอื Single Excitation ของ HF Wavefunction, และ ψ(2)

µ คอื State ทีม่กีารกระต ุ้นอเิลก็
ตรอน 2 ตัวไหนกไ็ด้ในออรบ์ทัิลหรอื Double Excitation ของ HF Wavefunction และในบรรทัดทีส่องของ
สมการ (1.14.1) น้ัน i และ j หมายถงึ Occupied Orbitals แล้วก ็ a และ b น้ันหมายถงึ vVirtual Orbitals
(Orbitals ทีไ่มม่อีเิลก็ตรอนหรอืจะเรยีกวา่ Unoccupied Orbitals กไ็ด้เชน่กัน) ตามลำดับ ดังน้ันถ้าเราเจอ
การเขยีน Wavefunction ของวธิ ี CI ด้วย ψai และ ψabij นัน่กค็อืวา่เรากำลังสนใจ Singly Excited State
กับ Doubly Excited State โดยทีม่ ี HF Ground State เปน็สถานะอ้างองิ (Reference State) นัน่เอง ซึง่
โดยทัว่ไปแล้วเราจะทำการตัด (Truncate) เทอมทีส่งูกวา่ Doubly Excited State แล้วเรากจ็ะได้วา่มแีค ่
Singly กับ Doubly เทา่น้ัน ดังน้ันเราจงึเรยีกวธินี ี้ วา่ CISD (CI ท ีม่แีค ่ Singles กับ Doubles Excitations)
สว่น Coefficients Cµ น้ันจะถกูคำนวณได้โดยการใช้ Variation Method

Brillouin’s Theorem

ทฤษฎบีทอันหนึง่ท ีใ่ช้ในการอธบิายวธิ ี CI กค็อืทฤษฎบีทของบรลิลอูนิ (Brillouin’s Theorem) โดยผม
ขอเร ิม่ต้นอธบิายด้วยสมการของ Energy Contribution ซึง่เกดิจากการเช ือ่มโยง (Coupling) กันระหวา่ง HF
State กับ Single Excitations ท้ังหมดทีเ่ปน็ไปได้ ดังนี้
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ϵiδia = 0

(1.14.2)
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โดยความสัมพันธต์ามสมการที่ (1.14.2) น้ันเปน็ Brillouin’s Theorem ซึง่อธบิายความสัมพันธร์ะหวา่ง Fock
Operator, Coulomb Operator, และ Exchange Operator ซึง่ผ ู้อา่นได้ศกึษาไปในบททีแ่ล้ว

Full CI

ลำดับตอ่ไปคอืทฤษฎที ีเ่ปน็การเพิม่ความถกูต้องให้กับวธิ ี CI นัน่กค็อืทฤษฎี Full Configuration In-
teraction (Full CI) โดยคำวา่ Full ในทีน่ ี้แปลวา่ “ท้ังหมด” หมายความวา่ Full CI น้ันจะรวมรปูแบบของ
การกระต ุ้น (Excitations) ของอเิลก็ตรอนทีเ่ปน็ไปได้ท้ังหมดเข้าไว้ด้วยกัน โดยจำนวนของรปูแบบทีเ่ปน็ไป
ได้ท้ังหมดน้ันกำหนดให้เขยีนแทนด้วย NFCI สามารถคำนวณได้กค็อืวา่ถ้าเรามอีเิลก็ตรอน n ตัวแล้วเราจะ
ทำการใสอ่เิลก็ตรอนท้ังหมดนี้เข้าไปในออรบ์ทัิลซึง่มจีำนวน m ออรบ์ทัิล ได้ก ีว่ธิ ี (โดยมเีง ือ่นไขวา่เราสามารถ
ใสอ่เิลก็ตรอนได้มากทีส่ดุตอ่อรบ์ทัิลคอื 2 ตัว) ซึง่กค็อืเปน็การใช้ Combinatorics ตามสมการดังตอ่ไปนี้

NFCI =
(2m)!

n! (2m− n)!
(1.14.3)

โดยที่ Scaling ของจำนวนทีเ่ปน็ไปได้ในการจัด Excitations น้ันจะแปลผันตาม Factorial ของขนาดของ
ปญัหาซึง่กค็อืจำนวนของอเิลก็ตรอนและจำนวนออรบ์ทัิลทีเ่รามี นัน่จงึทำให้วธิ ี Full CI น้ันมคีวามสิ้นเปลอืง
สงูมากจงึทำให้วธินี ี้ เหมาะกับระบบโมเลกลุขนาดเลก็ ๆ เทา่น้ัน สรปุกค็อืวา่ย ิง่เราเลอืกใช้ Basis Set ทีม่ขีนาด
ใหญ่ จำนวนของ Basis Function กจ็ะสงูตามไปด้วยและทำให้ Full CI น้ันสิ้นเปลอืงมาก ๆ เพราะวา่จำ
นวนออร์บทัิลน้ันจะเทา่กับจำนวน Basis Functions เสมอซึง่เปน็ผลมาจากการทำ Diagonalization ของ
Eigenvalue Problem นัน่เอง อยา่งไรกต็ามวธิ ี Full CI น้ันให้คำตอบหรอืผลการคำนวณแบบทีเ่ปน็ Exact
Solution ซึง่มคีวามถกูต้องสงูมาก ๆ เมือ่เทยีบกับวธิอี ืน่ท ีพ่จิารณาหรอืรวม Electron Correlation เข้าไป
ด้วย

1.14.2 ทฤษฎี Møllor-Plesset Perturbation

ในบทนี้ เราจะมาดรูายละเอยีดของทฤษฎอีกีอันหนึง่ซึง่หลาย ๆ คนร ู้จักกันดแีละได้รับความนยิมสงูมาก
ๆ นัน่กค็อื Møllor-Plesset Perturbation Theory ผมขอเร ิม่ต้นด้วยการอธบิายกอ่นวา่วธิ ี Møllor-Plesset
Perturbation น้ันมี Hamiltonian Operator ทีร่วม Electron Correlation เข้าไปได้ยังไงและจะแสดงวา่
เหน็วา่พลังงานสดุท้ายทีไ่ด้ออกมาน้ันมคีวามแตกตา่งจากพลังงานทีไ่ด้จากการคำนวณด้วยวธิ ี HF

สำหรับวธิ ี Møllor-Plesset (MP) Perturbation น้ันเราจะมสีมมตฐิานเร ิม่ต้นวา่ Ĥ0 เปน็ Operator
ของวธิ ี HF ดังน้ัน
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ĤHF =
n∑
i=1

f̂i

=
n∑
i=1

(
ĥi +

n∑
j=1

(
Ĵj − K̂j

)) (1.14.4)

โดยทีเ่ทอม Coulomb Operator (Ĵj) และ Exchange Operator (K̂j) น้ันจะถกูนำมาคดิรวม 2 คร้ัง
เพราะวา่เรามอีเิลก็ตรอน 2 ตัวสำหรับแตล่ะค ู่ (i และ j) ซึง่กจ็ะสอดคล้องกับพลังงานของ HF นัน่เอง

คราวนี้มามกีารนำ Perturbation Operator (Ĥ1) เข้ามาใช้ซึง่เราจะได้สมการดังตอ่ไปนี้

Ĥ1 = Ĥel − ĤHF

= V̂ee −
n∑

i,j=1

(
Ĵj − K̂j

) (1.14.5)

โดยที่ Ĥel คอื Molecular Hamiltonian สิง่ท ีน่า่สนใจเก ีย่วกับ Ĥ1 กค็อืวา่เทอมที่ 2 ของทางด้านขวาของ
สมการที่ (1.14.5) น้ันมคีา่ประมาณเปน็สองเทา่ของเทอมแรกและตามหลักการ Perturbation น้ัน Ĥ1 ควร
จะต้องมคีา่น้อยทีส่ดุเทา่ท ีจ่ะเปน็ไปได้ ดังน้ันเราจงึได้วา่พลังงานของระบบแบบบทียั่งไมม่ ี Perturbation
หรอื Zeroth-Order Energy (ε(0)0 ) น้ันจะกลายเปน็

ε
(0)
0 =

n∑
i=1

ϵi (1.14.6)

ถ้าเราเขยีนสมการพลังงานด้านบนนี้ ให้อย ูใ่นรปูของพลังงานคลูอมบ์ (Coulomb) และพลังงานแลกเปลีย่น
(Exchange) เราจะได้วา่พลังงานทีเ่ราจะใสเ่ข้าไปเพือ่ทำให้พลังงานของ HF น้ันถกูต้องมากขึ้นหรอืทีเ่รยีกวา่
Correction Energy แบบลำดับที่ 1 (ε(1)0 ) ซึง่ได้จากการใช้ Perturbation Operator (Ĥ1) มหีน้าตาดังตอ่
ไปนี้

ε
(1)
0 = −1

2

n∑
i,j=1

(Jij −Kij) (1.14.7)

โดยทีว่า่ถ้าหากเราทำการอนิทเิกรตเทอมแรกของสมการที่ (1.14.5) จะหักล้างพอดกัีบครึง่หนึง่ของการอนิทิ
เกรตเทอมทีส่อง ดังน้ันพลังงาน HF (E0) สามารถเขยีนใหมไ่ด้เปน็

E0 = ε
(0)
0 + ε

(1)
0 + Vnn (1.14.8)
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โดยที่เราทำการเพิม่พลังงานที่เกดิจากการผลักกันระหวา่งนวิเคลยีสเข้าไปได้ด้วย นอกจากนี้ เราจะพบวา่
พลังงาน Electron Correlation น้ันจะถกูรวมอยูใ่นเทอม Second-Order Contribution ของพลังงานทีไ่ด้
จากการคำนวณด้วยวธิ ี MP เนือ่งจากวา่ผลรวมของ Zeroth-Order Contribution กับ First-Order Correc-
tion น้ันมคีา่เทา่กับพลังงาน HF สรปุส้ัน ๆ กค็อืถ้าหากเราทำ Correction โดยใช้ First-Order MP สิง่ท ีเ่รา
จะได้ออกมากค็อืพลังงาน HF นัน่เองดังน้ันเราจงึมักจะทำการ Correction ด้วย Second-Order หรอืลำดับ
ทีส่งูกวา่ เปน็ต้น

สำหรับการคำนวณหาพลังงาน Second-Order Correction ของวธิ ี MP น้ันจะคอ่นข้างซับซ้อนนดิ
หนอ่ยแตผ่มสรปุส้ัน ๆ ดังนี้กค็อืวา่เราเร ิม่ด้วยสมการ Second-Order Perturbation

ε
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0 =

∞∑
j=1

〈
ψ

(0)
0

∣∣∣Ĥ1

∣∣∣ψ(0)
j

〉〈
ψ

(0)
j

∣∣∣Ĥ1

∣∣∣ψ(0)
0

〉
ε
(0)
0 − ε

(0)
j

(1.14.9)

ตามทฤษฎี CI น้ันเราสามารถเขยีน Excited States Wavefunction (ψ
(0)
j ) ให้อย ูใ่นรปูของผลรวมของ

Single Excitations (ψai ), Double Excitations (ψabij ), และเทอมทีส่งูกวา่ได้ และตามหลักการ Slater-
Condon น้ัน Excitation ทีเ่ปน็เทอมสงู ๆ น้ันจะมี Contribution ตอ่สมการที่ (1.14.9) ทีน้่อยมากเมือ่เทยีบ
กับเทอม Double Excitation นอกจากนี้สำหรับ Single Excitations น้ันเราสามารถทฤษฎบีท Brillouin ได้
อกีด้วยซึง่จะทำให้เทอมบางเทอมน้ันมคีา่เทา่กับ 0 (ไมม่ ี Contribution) ดังนี้
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(1.14.10)

พดูงา่ย ๆ ก็คอื Single Excitations น้ันไมม่ ีผลหรอืไมม่ ี Contribution ตอ่พลังงานของ Second-Order
Møllor-Plesset Perturbation (MP2) เลยและเรายังพบอกีวา่ท้ายทีส่ดุแล้วเทอมทีเ่ปน็ Double Excita-
tions น้ันจะมหีน้าตาสมการดังตอ่ไปนี้
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(1.14.11)

ซึง่จะทำให้เราสามารถเขยีนสมการพลังงานของ MP2 ออกมาได้ดังนี้
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ϵ
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j>i

∑
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|⟨χiχj|ĝ|χaχb⟩ − ⟨χiχj|ĝ|χbχa⟩|2

(ϵi − ϵa) + (ϵj − ϵb)
(1.14.12)

โดยทีใ่นตัวสว่นของ Fraction ด้านบนน้ันคอืพลังงานกระต ุ้น (Excitation Energy) สำหรับ Wavefunction
ทีไ่มถ่กูรบกวน (Unperturbed) ซึง่เทา่กับผลตา่งของพลังงานของออรบ์ทัิล

1.14.3 ทฤษฎี Coupled Cluster

คราวนี้กม็าถงึหัวข้อทีถ่อืได้วา่เปน็อกีหนึง่พระเอกของเคมคีวอนตัมนัน่กค็อืทฤษฎี Coupled Cluster
(CC) โดยผมขออ้างองิประโยคตอ่ไปนี้จาก Wikkipedia

The method was initially developed by Fritz Coester and Hermann Kümmel
in the 1950s for studying nuclear-physics phenomena, but became more fre-
quently used when in 1966 Jiri Cizek (and later together with Josef Paldus)
reformulated the method for electron correlation in atoms and molecules. It
is now one of the most prevalent methods in quantum chemistry that includes
electronic correlation.

จะเหน็ได้วา่ทฤษฎี CC น้ันถกูพัฒนามานานมากกวา่ 70 ปแีล้ว ซึง่ทฤษฎนี ี้ ถกูนำมาใช้กับโจทย์เคมคีวอน
ตัมเพือ่ใช้ในการหาคำตอบของสมการชโรดงิเงอร์ท ีส่อดคล้องกับฟงักชั์นคลืน่ท ีส่ามารถอธบิาย Electron
Correlation ได้อยา่งถกูต้อง

ในหัวข้อของทฤษฎี CI น้ันเราได้ดรูายละเอยีดไปแล้ววา่ถ้าหากเราสามารถสร้างฟงักชั์นคลืน่ให้เปน็
ฟงักชั์นที่เกดิจากฟงักชั์นเลก็ ๆ หลาย ๆ ฟงักชั์นที่แยกออกจากกันและยังมีคณุสมบัติของเอกลักษณ์การ
คณู (Multiplicatively Separable) สำหรับระบบทีม่ ี Fragment ทีไ่มม่อัีนตรกริยิาตอ่กัน (Noninteracting
Fragments) ตัวอยา่งเชน่ระบบทีป่ระกอบไปด้วย Fragments 2 อันคอื Fragment A กับ Fragment B น้ัน
ฟงักชั์นคลืน่ของ Fragments ระบบนี้ควรจะต้องมหีน้าตาเปน็แบบนี้

∣∣ΨAB
〉
=
∣∣ΨAΨB

〉
(1.14.13)

นีจ่งึเปน็ทีม่าของการพัฒนาทฤษฎที ีช่ ือ่วา่ Coupled Cluster (CC) Theory ซึง่แก้ปญัหานี้ โดยการใช้
ฟงักชั์นคลืน่แบบเลขชี้กำลัง (Exponential Wavefunction) ซึง่มฟีอรม์ดังตอ่ไปนี้

|ΨCC⟩ = eT̂ |Φ0⟩ =
(
1 + T̂ +

1

2!
T̂ 2 +

1

3!
T̂ 3 + . . .

)
|Φ0⟩ (1.14.14)
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โดยทีโ่อเปอร์เรเตอร์ T̂ น้ันถกูกำหนดด้วยโอเปอร์เรเตอร์ Ĉ ซึง่เปน็โอเปอร์เรเตอร์ท ีใ่ช้ในวธิ ี CI ซึง่เปน็ผล
รวมเชงิเส้น (Linear Combination) ของโอเปอรเ์รเตอรข์องอันดับทีห่นึง่, อันดับสอง, ไปเร ือ่ย ๆ จนถงึอันดับ
ที่ n

T̂ = T̂1 + T̂2 + . . .+ T̂n (1.14.15)

โดยทีโ่อเปอรเ์รเตอรอั์นนี้จะเปน็การกำหนดกับการกระต ุ้น (Excitation) k-body Excitation Operator T̂k
ซึง่ถกูกำหนดด้วยสมการดังตอ่ไปนี้

T̂k =
1

(k! )2

occ∑
ij···

vir∑
ab···

tab···ij··· â
†
aâ

†
b · · · âj âi︸ ︷︷ ︸

k-fold excitation

(1.14.16)

พารามเิตอร์ tab···ij··· น้ันมชี ือ่เรยีกวา่ Coupled Cluster Amplitudes และเปน็ตัวแปรหลัก (Central Vari-
ables) ในทฤษฎี CC

เพือ่ให้เหน็ภาพมากขึ้นวา่ทำไมฟงักชั์นคลืน่ของ CC น้ันถงึมเีอกลักษณ์การแยกกันแบบการคณูได้ เรา
ลองมายกตัวอยา่งด้วยระบบโมเลกลุ 2 โมเลกลุ ซึง่เรามสีมการฟกัง์ชันคลืน่ของ CC สำหรับระบบท้ังสองอัน
แยกกัน ดังนี้

∣∣ΨA
CC

〉
= eT̂

A ∣∣ΦA
0

〉
, (1.14.17)∣∣ΨB

CC

〉
= eT̂

B ∣∣ΦB
0

〉
(1.14.18)

ถ้าหากวา่ระบบ A กับระบบ B น้ันรวมเปน็ระบบเดยีวกันกค็อืมอัีนตรกริยิาตอ่กัน (A · · ·B) เราจะสามารถ
เขยีนฟงักชั์นคลืน่ท ี่ Coupled กันนี้ได้โดยการเขยีนผลคณูของฟงักชั์นคลืน่ (Product Wavefunction) ดังนี้

∣∣ΨA
CCΨ

B
CC

〉
= eT̂

A

eT̂
B ∣∣ΦA

0 Φ
B
0

〉
= eT̂

A+T̂B ∣∣ΦA
0 Φ

B
0

〉
=
∣∣ΨAB

CC

〉
(1.14.19)

ซึง่เราสามารถทำแบบนี้ ได้เพราะวา่ exp
(
T̂A
)
exp
(
T̂B
)
= exp

(
T̂A + T̂B

)
แตว่า่จะต้องโนต๊ไว้

ด้วยนะครับวา่ในกรณปีกตน้ัิน สำหรับโอเปอรเ์รเตอร์ X̂ และ Ŷ เราจะได้วา่

exp
(
X̂
)
exp
(
Ŷ
)
= exp

(
X̂ + Ŷ

)
(1.14.20)
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ซึง่สมการด้านบนน้ันจะเปน็จรงิกต็อ่เม ือ่ X̂ และ Ŷ น้ัน Commute กัน นัน่กค็อื [X̂, Ŷ ] = 0 เน ือ่งจากวา่
Cluster Operator น้ันจะสอดคล้องกับการแทนทีข่อง Occupied Orbitals กับ Virtual Orbitals ดังน้ันโอ
เปอรเ์รเตอร์ X̂ และ Ŷ น้ันจงึ Commute กันเสมอ นัน่จงึสรปุได้วา่ [T̂A, T̂B] = 0

โอเคครับ เมือ่เรากำหนดฟงักชั์นคลืน่ของ CC รวมถงึโอเปอรเ์รเตอรไ์ด้แล้ว ลำดับตอ่ไปเราจะนำฟงักชั์น
คลืน่ Exponential Wavefunction อันนี้ ไปใช้ โดยเราจะนำเข้าไปใสใ่นสมการชโรดงิเงอร์ซึง่จะทำให้เรา
คำนวณพลังงานและแอมพลจิดูได้ดังนี้

ĤeT̂ |Φ0⟩ = EeT̂ |Φ0⟩ (1.14.21)

แล้วถ้าเราทำการคณู exp
(
−T̂
)

ทางด้านซ้ายท้ังสองข้างของสมการ ดังนี้

e−T̂ ĤeT̂ |Φ0⟩ = Ee−T̂ eT̂ |Φ0⟩ = E |Φ0⟩ (1.14.22)

เราจะได้วา่พลังงานของระบบน้ันจะสามารถหาได้จากการนำด้านซ้ายของสมการที่ (1.14.22) มาทำการ
Projection ลงไปบน Bra ของฟงักชั์นคลืน่ ⟨Φ0| ดังน ี้

E = ⟨Φ0| e−T̂ ĤeT̂ |Φ0⟩ (1.14.23)

ในขณะทีแ่อมพลจดูของ CC น้ันสามารถหาได้จากการทำ Projection ลงไปบน Excited Determinants〈
Φab···
ij···
∣∣ ดังน ี้

0 =
〈
Φab···
ij···
∣∣ e−T̂ ĤeT̂ |Φ0⟩ (1.14.24)

คำถามคอื แล้วเราจะคำนวณเทอม e−T̂ ĤeT̂ อย่างไร จรงิ ๆ แล้วคำตอบกค็อืเราสามารถใช้สมการ
ทีม่ชี ือ่วา่ Baker–Campbell–Hausdorff (BCH) เข้ามาชว่ยได้ ซึง่สรปุแบบส้ัน ๆ กค็อืวา่สมการ BCH น้ัน
บอกไว้วา่เราสามารถทำการกระจาย (Express) เทอม e−T̂ ĤeT̂ ได้โดยการเขยีนให้อย ูใ่นรปูอนกุรมของ
Commutators ดังนี้

e−T̂ ĤeT̂ =Ĥ + [Ĥ, T̂ ] +
1

2!
[[Ĥ, T̂ ], T̂ ] +

1

3!
[[[Ĥ, T̂ ], T̂ ], T̂ ] +

1

4!
[[[[Ĥ, T̂ ], T̂ ], T̂ ], T̂ ] + . . .

=Ĥ +
∞∑
k=1

[. . . [[Ĥ, T̂ ], T̂ ] . . .]︸ ︷︷ ︸
k nested commutators

(1.14.25)
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โดยอนกุรมด้านบนนี้ เปน็อนกุรมอนัน (Infinite Series) แตเ่น ือ่งจากวา่ Components ของโอเปอร์เรเตอร์
T̂ ท้ังหมดน้ัน Commute กัน เราจงึได้วา่อนกุรมของ BCH จะทำการจัดเทอมทีอ่ย ูห่ลังจาก Four-fold
Commutator Term ออกไป แล้วกห็ลักการอันนี้กเ็ปน็จรงิกับทกุระบบและไมข่ึ้นกับจำนวนอเิลก็ตรอนของ
ระบบด้วย แล้วกห็ลักการอันนี้สำคัญมาก ๆ เพราะวา่เราสามารถหาเทอมทกุเทอมในสมการ CC โดยทีเ่ราไม ่
จำเปน็ทีจ่ะต้องทำการประมาณคา่ของ e−T̂ ĤeT̂

เพ ือ่ทำให้วธิ ี CC น้ันสามารถใช้งานได้งา่ยขึ้นและประมาณคา่พลังงานได้ดเีทยีบกับ FCI น้ัน เราสามารถ
ทำการตัด (Truncate) โอเปอร์เรเตอร์ T̂ ให้ส้ันลงได้ (เปน็ผลรวมของโอเปอร์เรเตอร์ยอ่ยแคไ่มก่ ีเ่ทอม) โดย
การทำแบบนี้ น้ันกค็อืเปน็การใช้ Approximation อยา่งหนึง่สำหรับฟงักชั์นคลืน่ของ CC ซึง่ Approximation
ทีง่า่ยทีส่ดุน้ันกค็อืใช้โอเปอร์เรเตอร์ 2 ตัว หรอืทีเ่ราเรยีกวา่ Cluster Cluster with Doubles (CCD) ซึง่ใช้
การประมาณ T̂ ≈ T̂2 โดยสมการชโรดงิเงอรท์ ีใ่ช้ฟงักชั์นคลืน่ CCD น้ันจะมดัีงตอ่ไปนี้

ĤeT̂2 |Φ0⟩ = ECCDe
T̂2 |Φ0⟩ (1.14.26)

ซึง่ใช้การทำ Projection ลงไปบนฟงักชั์นคลืน่ Φ0 ซึง่จะให้ผลลัพธดั์งตอ่ไปนี้

⟨Φ0| ĤeT̂2 |Φ0⟩ = ECCD ⟨Φ0| eT̂2 |Φ0⟩ (1.14.27)

โดยทีส่มาชกิเมทรกิซ์ (Matrix Element) ทางด้านซ้ายของสมการด้านบนนี้ น้ันมหีน้าตาดังนี้

⟨Φ0| eT̂2 |Φ0⟩ = ⟨Φ0|
(
1 + T̂2 + . . .

)
|Φ0⟩

= ⟨Φ0|Φ0⟩+
1

4

occ∑
ij

vir∑
ab

〈
Φ0

∣∣Φab
ij

〉
+ . . .︸ ︷︷ ︸

=0

= 1 (1.14.28)

เน ือ่งจากวา่ Determinants ทกุอันน้ันมคีวามเปน็ Orthogonality ตอ่กัน จงึทำให้ Contribution ทกุอันใน
สมการด้านบนเทา่กับ 0 ยกเว้นแคอั่นแรกทีไ่มเ่ทา่กับ 0

ในทำนองเดยีวกัน ทางด้านขวาของสมการที่ (1.14.27) กจ็ะกลายเปน็
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⟨Φ0| ĤeT̂2 |Φ0⟩ = ⟨Φ0| Ĥ
(
1 + T̂2 + . . .

)
|Φ0⟩

= ⟨Φ0|Ĥ|Φ0⟩+
1

4

occ∑
ij

vir∑
ab

〈
Φab
ij

∣∣Ĥ∣∣Φ0

〉
= EHF +

1

4

occ∑
ij

vir∑
ab

⟨ij||ab⟩ tabij

(1.14.29)

คราวนี้ เราจะมาลองวเิคราะห์ฟงักชั์นคลืน่ของ CCD กันครับเพือ่ท ี่วา่ เราจะได้ เข้าใจโครงสร้างของ
ฟงักชั์นคลืน่อันนี้มากขึ้น เร ิม่ต้นด้วยการลองกระจาย Exponential ซึง่เราจะได้วา่

|ΨCCD⟩ = eT̂2 |Φ0⟩ = |Φ0⟩+ T̂2 |Φ0⟩+
1

2!
T̂ 2
2 |Φ0⟩+

1

3!
T̂ 3
2 |Φ0⟩+ . . .︸ ︷︷ ︸

unlinked quadruples, hextuples, …

(1.14.30)

เทอมแรกในฟงักชั์นคลืน่ΨCCD น้ันคอื Hartree–Fock Determinant แล้วกต็ามด้วยเทอม Double Substi-
tutions ซึง่ถกูสร้างด้วยโอเปอรเ์รเตอร์ T̂2 อยา่งไรกต็าม เราจะพบด้วยวา่ Contribution ท้ังหมดทีเ่ก ีย่วข้อง
กับ Quadruple Substitution หรอืทีส่งูกวา่น้ันเกดิมาจากคลัสเตอรโ์อเปอรเ์รเตอรท์ ีม่อัีนดับกำลังสงู ๆ (T̂ 2

2

เปน็ต้น) ซึง่เทอมท้ังหมดนี้ น้ันสร้างหรอืทำให้เกดิการกระต ุ้นทีไ่มเ่ก ีย่วข้องกัน (Unlinked Excitations) ซึง่จะ
ไมม่อีย ูใ่นวธิ ี Configuration Interaction

นอกจากนี้ความสิ้นเปลอืงของวธิ ี CCD น้ันแปรผันตรงกับ O2V 4 โดยที่O คอืจำนวนของ Occupied
Orbitals และ V คอืจำนวนของ Virtual orbitals และเนือ่งจากวา่การทีเ่ราเตมิเทอม Single Excitation
เข้าไปในไมท่ำให้ Computational Scaling ของ CC น้ันเปลีย่น ดังน้ันวธิ ี CC ทีร่วม Singles และ Doubles
Excitations เข้าไปน้ัน (เรยีกวา่ CCSD Approximation) ส ิ้นเปลอืงพอ ๆ กันดับวธิ ี CCD จงึทำให้วธิ ี CCSD
น้ันเหมาะสมกวา่วธิ ี CCD ในแงข่องการนำมาใช้งานจรงิ เหตผุลอกีข้อน้ันกค็อืเทอม Singles น้ันจำเปน็ด้วย

พจิารณาฟงักชั์นคลืน่ของ CCSD ดังนี้

|ΨCCSD⟩ = eT̂1+T̂2 |Φ0⟩ = eT̂2eT̂1 |Φ0⟩ (1.14.31)

โดยทีเ่ราทำตามเง ือ่นไขทีว่า่ T̂1 น้ัน Commute กับ T̂2 เพ ือ่ท ีเ่ราจะสามารถทำการปรับสมการข้างบนนี้ได้

นอกจากนี้ เราม ี Thouless’ Theorem ทีบ่อกไว้วา่เหตผุลทีเ่ราจำเปน็ต้องรวมเทอม Single Excita-
tion (exp

(
T̂1

)
) เข้าไปใน Determinant ของฟงักชั์นคลืน่ Φ0 น้ันกเ็พ ือ่ทำให้เรามี Determinant อันใหม่

อกีอันซึง่ยังไมถ่กู Normalized (Non-normalized Determinent) ดังนี้



60 บทที่ 1. กลศาสตรค์วอนตัมเชงิโมเลกลุ

eT̂1 |Φ0⟩ = C
∣∣∣Φ̃0

〉
(1.14.32)

โดยที่ C คอืคา่คงทีข่องการการทำ Normalization ดังน้ันโอเปอร์เรเตอร์ T̂1 ในวธิ ี CC น้ันจงึอาจจะถกู
ตคีวามได้วา่เปน็การสร้าง Slater Determinant ในอกีแบบหนึง่ท ีต่า่งไปจาก Slater Determinant Refer-
ence

สว่นพลังงานของ CC น้ันสามารถเขยีนให้อย ูใ่นรปูทัว่ไปได้ดังนี้

⟨Φ0| ĤeT̂ |Φ0⟩ = ⟨Φ0| Ĥ
(
1 + T̂1 + T̂2 +

1

2
T̂ 2
1 + . . .

)
|Φ0⟩

= EHF +
occ∑
i

vir∑
a

fiat
a
i +

1

4

occ∑
ij

vir∑
ab

⟨ij||ab⟩ tabij +
1

2

occ∑
ij

vir∑
ab

⟨ij||ab⟩ tai tbj

(1.14.33)

อยา่งไรกต็าม ถงึแม้วา่ CCSD น้ันจะให้ผลการคำนวณพลังงานของระบบทีถ่กูต้องประมาณหนึง่ แตก่ยั็ง
ไมม่ากพอทีจ่ะถกูต้องและแมน่ยำในระดับ Chemical Accuracy (ยังมสีว่นตา่งอย ูเ่ยอะมาก) ซึง่ถกูกำหนดให้
มคีา่เทา่กับ 1 kcal/mol หรอืน้อยกวา่น้ัน เพือ่ทำให้ความแมน่ยำของวธิ ี CCSD น้ันเพิม่มากขึ้น จงึได้มกีารนำ
เสนอวธิ ี CCSDT ซึง่เปน็การเตมิ Triples เข้าไป โดยเราจะได้ฟงักชั์นคลืน่ของ CCSDT ดังนี้

|ΨCCSDT⟩ = eT̂1+T̂2+T̂3 |Φ0⟩ (1.14.34)

แตว่า่ปญัหาทีต่ามมากค็อืวา่วธิ ี CCSDT น้ันมีความสิ้นเปลอืงในการคำนวณสงูมาก ๆ ซึง่แปรผันตรงตาม
O3V 5 ดังน้ันในทางปฏบัิตจิงึได้มกีารพัฒนาและใช้วธิกีารทีเ่รยีกวา่ CCSD(T) ซึง่ (T) น้ันคอืการเตมิเทอม
Triples ผา่นวธิ ี Perturbation ซึง่ทำให้ CCSD(T) น้ันได้รับความนยิมอยา่งมากในการนำมาใช้คำนวณพลังงาน
เพือ่เปน็คา่อ้างองิเทยีบกับวธิอี ืน่ ๆ เพราะวา่ให้คา่ความคลาดเคลือ่นทีน้่อยกวา่ 1 kcal/mol โดยวธิ ี CCSD(T)
ได้รับการยอมรับวา่เปน็ Gold Standard หรอืวธิมีาตรฐานของเคมคีวอนตัม สำหรับ CCSD(T) น้ันเปน็การ
คำนวณ Second-Order Triples (T̂ (2)

3 ) เพ ือ่นำมาใช้ในการหาเทอม Fouth-Order Perturbative Correc-
tions สำหรับการคำนวณพลังงาน [E(4)] ท ีเ่ก ีย่วข้องกับ Singles, Doubles, และ Triples ซึง่ถกูเพ ิม่เข้าไป
ในคา่พลังงานของวธิ ี CCSD ดังนี้

ECCSD(T) = ECCSD + E
(4)
T + E

(4)
ST + E

(4)
DT (1.14.35)

ความสิ้นเปลอืงของการคำนวณพลังงาน ECCSD(T) น้ันแปรผันตรงกับ O3V 4 และวธินี ี้กใ็ห้ผลการคำนวณ
ทีถ่กูต้องในระดับเดยีวกันกับวธิ ี CCSDT (หรอืบางคร้ังกใ็ห้ผลการคำนวณทีถ่กูต้องกวา่ด้วย)
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ในปจัจบัุนน้ันเนือ่งจากวา่โมเลกลุทีม่ขีนาดเลก็ (จำนวนอะตอมไมเ่กนิ 20 อะตอม) น้ันถกูศกึษาแบบละ
เอยีดจนแทยจะทกุโมเลกลุแล้ว (ยกเว้นโมเลกลุบางประเภททีนั่กวจัิยทางทฤษฎเีอาไว้ทดสอบทฤษฎใีหม่ ๆ ที่
พัฒนาขึ้นมา) แล้วกโ็มเลกลุทีนั่กเคมใีนปจัจบัุนสนใจน้ันกเ็ปน็โมเลกลุใหมท่ ีโ่ดยสว่นใหญแ่ล้วกม็ขีนาดใหญ่
ด้วย ทำให้การใช้วธิ ี CC กับโมเลกลุเหลา่นี้ น้ันยากขึ้นไปอกี ทำให้ผ ู้ใช้งาน (Users) สว่นใหญใ่ช้วธิอี ืน่ ๆ ทีง่า่ย
กวา่ ถงึแม้จะให้ผลการคำนวณทีไ่มไ่ด้แมน่ยำแบบสดุ ๆ กต็าม เชน่ วธิ ี DFT

ไมใ่ชแ่คท่ ีป่ระเทศไทยอยา่งเดยีวทีค่นไมค่อ่ยใช้วธิ ี Post-HF แบบข้ันสงูกัน แตท่ ีต่า่งประเทศน้ันกม็ ี
สัดสว่นของคนทีท่ำงานวจัิยทางด้านเคมที ีใ่ช้วธิ ี Post-HF น้อยเหมอืนกันเมือ่เทยีบกับวธิกีารอืน่ท ีป่ระหยัดการ
คำนวณมากกวา่ ซึง่กล ุม่วจัิยสว่นใหญใ่นตา่งประเทศทียั่งทำงานวจัิยทางด้าน Post-HF ตา่งกเ็ปน็นักพัฒนา
ทฤษฎหีรอืพยายามทำให้วธิ ี Post-HF น้ันสามารถนำมาใช้จรงิกับโมเลกลุทีม่ขีนาดใหญไ่ด้งา่ยและสะดวกมาก
ขึ้น

1.15 ทฤษฎฟีงักชั์นนอลความหนาแนน่

และแล้วในทีส่ดุผมกพ็าผ ู้อา่นมาถงึหัวข้อทีอ่าจจะเรยีกได้วา่สำคัญมาก ๆ ในเคมคีวอนตัมยคุใหมนั่น่ก ็
คอืทฤษฎฟีงักชั์นนอลความหนาแนน่ (Density Functional Theory หรอื DFT) ซึง่ DFT เปน็ทฤษฎที ีเ่ปรยีบ
เสมอืนเปน็อกีทางเลอืกหนึง่ของทฤษฎโีครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิสเ์พราะวา่หลักการหรอืไอเดยีของ DFT น้ัน
คอืพยายามหลกีเล ีย่ง Schrödinger Equation พดูงา่ย ๆ กค็อืเราจะไมไ่ด้ใช้ Wavefunction ในการอธบิาย
ระบบแตจ่ะเปลีย่นมาใช้ความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอนหรอื Electron Density แทนนัน่เอง

DFT น้ันจะใช้หลักการข้ันตอนของ Kohn-Sham หรอืทีเ่รยีกส้ัน ๆ วา่ KS-DFT ซึง่ได้ถกูนำเสนอใน
ป ี ค.ศ. 1965 และกไ็ด้กลายมาเปน็หนึง่ ในเคร ือ่งมอืหลักทางเคมีควอนตัม สาเหต ุท ี่ทำให้ KS-DFT น้ัน
ประสบความสำเรจ็ในแงข่องการนำไปใช้จรงิในการศกึษาระบบโมเลกลุแบบตา่ง ๆ น้ันกค็อื KS-DFT ได้รวม
Electron Correlation เข้าไปด้วยทำให้ KS-DFT น้ันให้ผลการคำนวณทีถ่กูต้องเม ือ่เทยีบกับผลการทดลอง
และยังมคีวามสิ้นเปลอืงของการคำนวณทีน้่อยพอ ๆ กับวธิ ี HF อกีด้วย1

ถ้าอยากทีจ่ะเข้าใจ DFT น้ันจะต้องทำความเข้าใจทฤษฎอัีนแรกทีเ่ปน็จดุเร ิม่ต้นไอเดยีของ DFT กอ่น
นัน่กค็อื Hohenberg-Kohn Theorem ซึง่สรปุใจความได้วา่พลังงานและคณุสมบัตอิ ืน่ ๆ ของระบบทีส่ถานะ
พื้นน้ันจะถกูกำหนดหรอืขึ้นกับความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอนเพยีงแค ่แบบเดยีวเทา่น้ัน นัน่หมายความวา่
เราสามารถเขยีน Hamiltonian ให้อย ูใ่นรปูของความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอนได้ เราสามารถเขยีนสมการ
คณติศาสตรข์องฟงักชั์นของพลังงานทีข่ึ้นกับความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอน (E[ρ(r⃗)]) ได้ดังนี้

1หลายคนยังเข้าใจผดิวา่ทฤษฎี DFT ได้รับรางวัลโนเบลเพราะวา่เปน็ทฤษฎใีห้ผลการคำนวณเคมคีวอนตัมทีแ่มน่ยำมาก ๆ ซึง่
จรงิ ๆ แล้วไมใ่ชเ่ลย เหตผุลทีแ่ท้จรงิกค็อืวา่เปน็เพราะแนวคดิ (Concept) ของทฤษฎที ีใ่ช้ Electron Density แทนฟงักชั์นคลืน่ตรง
ๆ ตา่งหากทีท่ำให้การคำนวณเคมคีวอนตัมน้ันใช้เวลาคำนวณทีไ่มน่านมากเมือ่เทยีบกับวธิอี ืน่ ๆ ซึง่ทำให้วธิ ี DFT น้ันถกูนำมาใช้
อยา่งแพรห่ลายในหลาย ๆ สาขา สามารถนำไปใช้งานได้จรงิกับระบบโมเลกลุต้ังแตข่นาดเลก็ไปจนถงึขนาดใหญ่ แตว่า่ในปจัจบัุนนี้
กม็ปีญัหาหลายอยา่งทีท่ำให้ทฤษฎี DFT น้ันยังไมส่ามารถอธบิายได้ ทำให้ DFT น้ันยังต้องได้รับการปรับปรงุและพัฒนาตอ่ไป
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E[ρ(r⃗)] =

∫
Vext (r⃗)ρ(r⃗)dr⃗ + F [ρ(r⃗)] (1.15.1)

โดยที่ Vext (r⃗) คอืศักย์ไฟฟา้สถติย์จากภายนอก (External Electrostatic Potential) ซึง่มาจากนวิเคลยีส
ของระบบโมเลกลุและ F [ρ(r⃗)] คอืฟงักชั์นของพลังงานทีเ่ราไมม่รี ู้หน้าตา (Unknown Energy Functional)
ซึง่เทอมนี้ กร็วมพลังงานจลน์ (Kinetic Energy) ของอเิลก็ตรอนและพลังงานอัตรกิร ิยาระหวา่งอเิลก็ตรอน
(Electron-Electron Interaction) เข้าไปด้วย

นอกจากนี้ ถ้าหากเราทำการอนิทเิกรตหรอืรวมความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอนท้ังหมดเข้าด้วยเราจะได้
ผลลัพธเ์ทา่กับจำนวนของอเิลก็ตรอน n ดังน ี้

∫
ρ(r⃗)dr⃗ = n (1.15.2)

และถ้าหากเรานำ Variational Principle เข้ามาใช้ด้วยเราจะได้วา่ Energy Functional (E[ρ(r⃗)]) น้ันจะ
ถกูทำให้มคีา่ตำ่ท ีส่ดุ (Minimization) เม ือ่เทยีบกับความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอนและมเีง ือ่นไขวา่จำนวนของ
อเิลก็ตรอนน้ันจะต้องเทา่เดมิเสมอ ดังนี้

δ

δρ(r⃗)

(
E[ρ(r⃗)]− µ

∫
ρ(r⃗)dr⃗

)
= 0 (1.15.3)

โดยที่ δ คอือนพัุนธ์เชงิฟงักชั์น (“Functional Derivative”) และ µ คอื Lagrangian Multiplier สำหรับ
เง ือ่นไขทีเ่รากำหนดไว้ในสมการที่ (1.15.2) ดังน้ันเราจงึสามารถเขยีน Derivative ใหมไ่ด้เปน็

(
δE[ρ(r⃗)]

δρ(r⃗)

)
Vext

= µ (1.15.4)

ซึง่เราอาจจะพจิารณาได้วา่ DFT น้ันเทยีบเทา่หรอืเหมอืนกันกับ Schrödinger Equation

1.15.1 ข้ันตอน Kohn-Sham

จรงิ ๆ แล้วหัวใจสำคัญของ DFT น้ันกค็อื Kohn-Sham Approach ซึง่ใน KS-DFT สิง่ท ีเ่ปน็ปญัหาตอน
นี้ กค็อืเทอม Unknown Energy Functional F [ρ(r⃗)] (ในสมการที่ (1.15.1)) ซึง่ไมม่ใีครร ู้วา่หน้าตาเปน็
อยา่งไร คราวนี้เราจะมาดกัูนไปพร้อม ๆ กันวา่เราจะทำยังไงกับเทอมนี้ด ี

เร ิม่ต้นกค็อืใน KS-DFT น้ันเราจะแบง่เทอม F [ρ(r⃗)] ให้อย ูใ่นรปูของผลรวมของพลังงานยอ่ย 3 เทอม
ดังนี้
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F [ρ(r⃗)] = EKE[ρ(r⃗)] + EH[ρ(r⃗)] + EXC[ρ(r⃗)] (1.15.5)

ดังน้ันสมการที่ (1.15.1) จงึกลายเปน็

E[ρ(r⃗)] =

∫
Vext (r⃗)ρ(r⃗)dr⃗ + EKE[ρ(r⃗)] + EH[ρ(r⃗)] + EXC[ρ(r⃗)] (1.15.6)

โดยทีท้ั่งสามเทอมทีเ่พ ิม่ขึ้นมาน้ันมคีำอธบิายดังนี้

• EKE[ρ(r⃗)] คอืพลังงานจลนส์ำหรับอเิลก็ตรอนแกส๊ (Ideal Gas) ทีม่คีวามหนาแนน่ของอเิลก็ตรอนที่
ถกูต้องกค็อืเทยีบเทา่กับความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอนของระบบจรงิ ๆ

• EH[ρ(r⃗)] คอืพลังงาน Hartree ซึง่จะเปน็พลังงานที่เก ีย่วข้องกับพลังงานไฟฟา้สถติย์ (Classical
Electrostatics) และพลังงานคลูอมบใ์นวธิ ี Hartree-Fock

• EXC[ρ(r⃗)] คอืฟงักชั์นของ Exchange-Correlation ทีเ่ปน็เทอมทีอ่ธบิายพลังงานของอันตรกิริยิา
ระหวา่งอเิลก็ตรอน

ประเดน็กค็อืวา่อยา่งแรกเลยคอืเราต้องการสมการคณติศาสตร์ท ีส่ามารถใช้ในการอธบิายความหนา
แนน่ของอเิลก็ตรอนกอ่นและตัวเลอืกทีด่ที ีส่ดุใน Kohn-Shan Approach กค็อืใช้ออรบ์ทัิล (φ (r⃗i)) นัน่เอง

ρ(r⃗) =
n∑
i=1

|φ (r⃗i)|2 (1.15.7)

โดย ρ(r⃗) เปน็ Representation ทีข่ึ้นกับตัวแปรเพยีงแค ่ 3 ตัวเทา่น้ัน นอกจากนี้แล้วเรายังสามารถ Basis
Sets แบบเดยีวกันกับทีเ่ราใช้ใน Wavefunction-Based Theory ได้อกีด้วย และสำหรับเทอม VXC น้ันเรา
สามารถนยิามได้โดยใช้ Derivative ของ Energy Functional ได้ดังนี้

VXC =

(
δEXC[ρ(r⃗)]

δρ(r⃗)

)
Vext

(1.15.8)

โดยที่ VXC คอืฟงักชั์นนอลของ Exchange-Correlation Functional ซึง่พอเรานำทกุเทอมมารวมกันแล้ว
เราจะได้วา่ Hamiltonian Operator ของ KS-DFT น้ันจะสามารถนำไปใช้ในการหาพลังงานของระบบได้จาก
Kohn-Sham Orbitals ดังนี้

(VKE + Vext + VH + VXC)φi = εiφi (1.15.9)
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แล้วถ้าหากวา่ผ ู้อา่นยังจำกันได้วา่ Fock Operator น้ันมสีมการดังตอ่ไปนี้

f̂i = ĥi +
n∑
j=1

(
Ĵj − K̂j

)
(1.15.10)

เราจะสามารถเทยีบเคยีงเทอมแตล่ะเทอมใน Fock Operator กับ Kohn-Sham Hamiltonian Operator
ได้ดังนี้

• ĥi คอืเทอม One-Electron ซึง่ในทีน่ ี้กค็อืสอดคล้องกับเทอม VKE และ Vext นัน่เอง

• Ĵj น้ันกค็อืเทอม Coulomb ซึง่กส็อดคล้องกับ VH

• สดุท้ายคอืเทอม Exchange K̂j ซึง่จะถกูแทนทีด้่วยฟงักชั์นนอล Exchange-Correlation ของ Kohn-
Sham Appraoch VXC นัน่เอง

ดังน้ันเม ือ่เราพจิารณาเทอมตา่ง ๆ ใน Kohn-Sham Approach แล้วเราอาจจะสรปุได้วา่จรงิ ๆ แล้ว
Kohn-Sham Hamiltonian Operator น้ันกค็อื Fock operator ทีถ่กูดัดแปลงมานัน่เอง ดังนี้

f̂DFT
i = VKE + Vext + VH + VXC (1.15.11)

โดยทีไ่ด้รวมผลของ Correction สำหรับ Electron Correlation เข้าไปด้วยโดยผา่นเทอม Exchange-Correlation
Functional VXC นัน่เอง อยา่งไรกต็ามสมการหรอืหน้าตาของ VXC น้ันไมม่ใีครร ู้ (จนถงึทกุวันนี้) ดังน้ันจงึ
ได้มนัีกเคมแีละนักฟสิกิส์พัฒนา Functional VXC ออกมาเยอะมาก ๆ ให้เราได้เลอืกใช้กัน โดย Function-
als เหลา่นี้หลาย ๆ ตัวกถ็กูพัฒนาขึ้นมาเพือ่วัตถปุระสงค์บางอยา่งในการคำนวณคณุสมบัตบิางประการของ
โมเลกลุโดยเฉพาะ แล้วกม็อีกีหลาย Functionals ทีถ่กูพัฒนาขึ้นมาโดยใช้ข้อมลูจากการทดลอง (Empirical
Pameters) เข้ามาชว่ยในการเพิม่ความถกูต้อง ดังน้ันการเลอืกใช้ Functional ทีเ่หมาะสมกับระบบโมเลกลุ
ทีเ่ราต้องการศกึษาน้ันจงึเปน็ส ิง่ท ีส่ำคัญมาก ๆ เพราะวา่ถ้าเราเลอืกใช้ Functional ทีไ่มด่อีาจจะทำให้ได้ผล
การคำนวณทีไ่มถ่กูต้องได้

1.16 ฟงักชั์นนอล

เทอมทีส่ำคัญทีส่ดุของ DFT กค็อื (Unknown) Kohn-Sham Potential นัน่คอืฟงักชั์นนอล (Func-
tional) ซึง่เปน็ส ิง่ท ีอ่ธบิายพฤตกิรรมของอเิลก็ตรอน โดยเราเรยีกฟงักชั์นนอลนี้ วา่ Exchange-Correlation
(XC) Functional
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1.16.1 ฟงักชั์นนอลแบบ Local

วธิที ีง่า่ยมาก ๆ ในการประมาณคา่หรอืหน้าตาของ Exchange-Correlation Function คอืการเขยีน
ฟงักชั์นนอลในรปูของอนิทกิรัลของความหนาแนน่ (Density) กับพลังงานทีข่ึ้นอย ูกั่บความหนาแนน่น้ัน ๆ ณ
ตำแหนง่ใดตำแหนง่หนึง่ในโมเลกลุ (Local-Density) ซึง่มวีธิกีารนี้มชี ือ่เรยีกวา่ Local-Density Approxima-
tion (LDA) อ้างองิกับโมเดลของ Uniform Electron Gas (UEG) โดยวธินี ี้ ถกูเสนอโดย Kohn และ Sham
ในป ีค.ศ. 1965 ดังนี้

ELDA
xc [ρ] =

∫
drρ(r)ϵunifxc (ρ(r)) (1.16.1)

โดยทีพ่ลังงาน Exchange ตอ่หนึง่หนว่ยอนภุาคของ UEG น้ันสามารถคำนวณได้จาก

ϵunifx = cxρ
1/3 (1.16.2)

สว่นพลังงาน Correlation ตอ่หนึง่หว่ยอนภุาคน้ันจะมคีวามซับซ้อนมากกวา่ ซึง่ได้จากการปรับฟงักชั์นโดย
การ Fit พารามเิตอรกั์บข้อมลูของ Quantum Monte Carlo (QMC)

1.16.2 ฟงักชั์นนอลแบบ Semi-Local

Generalised Gradient Approximation

Generalised Gradient Approximation (GGA) เปน็ Semi-Local Functional แบบแรกทีถ่กูพัฒนา
ขึ้นโดยมสีมการทัว่ไปดังตอ่ไปนี้

EGGA
ex [ρ] =

∫
drF [ρ,∇ρ] (1.16.3)

สาเหต ุท ี่ฟงักชั์นนอล GGA น้ันมชี ือ่ เรยีกอกีอยา่งวา่ Semi-Local Approximation ก็เพราะวา่ ตัว
ฟงักชั์นนอลน้ันใช้อนิทกิรัลของ r โดยการใช้ “Semilocal Information” ผา่นเทอม ∇ρ ซึง่โดยปกตแิล้ว
GGA น้ันกส็ามารถเขยีนได้ในแบบทีเ่ปน็ Gradient ได้เชน่กัน ดังนี้

s(r) =
|∇ρ(r)|
ρ4/3(r)

(1.16.4)
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ตัวอยา่งของฟงักชั์นนอล GGA เชน่ B88 (Exchange), LYP (Correlation), PW91 (Exchange-Correlation),
PBE (Exchange-Correlation)

Meta Generalised Gradient Approximation

Meta Generalised Gradient Approximation (Meta GGA) ถกูพัฒนาตอ่จากฟงักชั์นนอล GGA โดย
มสีมการทัว่ไปดังตอ่ไปนี้

EGGA
ex [ρ] =

∫
drF

[
ρ,∇ρ,∇2ρ, τ

]
(1.16.5)

โดยที่ τ(r) คอื Non-Interacting Positive Kinetic Energy Density

τ(r) =
1

2

n∑
i

|∇ϕi(r)|2 (1.16.6)

ซึง่เราใช้เทอม τ(r) ในการอธบิาย Curvature ของ Exchange Hold (ปรับให้เหมาะสมมากขึ้น) ตัวอยา่ง
ของฟงักชั์นนอล Meta GGA เชน่ TPSS และ SCAN

1.16.3 ฟงักชั์นนอลแบบ Hybrid

หนึง่ในปญัหาหลักของฟงักชั์นนอล GGA กค็อืความคลาดเคลือ่นทีเ่กดิจากอันตรกริยิาระหวา่งอเิลก็ตรอน
กับตัวมันเอง (Self-Interaction Error) ซึง่ทำให้ผลทีค่ำนวณด้วย GGA น้ันมคีวามคลาดเคลือ่นสงู เชน่ Elec-
tron Density น้ันกม็คีา่ท ีไ่มถ่กูต้องเพราะวา่อเิลก็ตรอนน้ัน Delocalized มากไป และยังมปีญัหาทีเ่ก ีย่วข้อง
กับการที่ Charged Fragment ในโมเลกลุน้ันไมสั่มพันธกั์นอกี และยังมปีรมิาณอืน่ ๆ อกีทีค่ำนวณออกมาแล้ว
ยังไมถ่กูต้อง เชน่ Reaction Barriers รวมถงึระบบโมเลกลุบางประเภทที่ GGA น้ันไมยั่งไมส่ามารถ Treat ได้
เชน่ Radials และ Excited States

จดุเร ิม่ ต้นของ Hybrid Functional น้ันมาจากการที่ Becke ได้เสนอวธิ ีการสร้างฟงักชั์นนอลแบบ
ใหมโ่ดยการนำ Hartree-Fock Exchange มาผสมกับ GGA Functionals ในฟงักชั์นนอลทีช่ ือ่วา่ Three-
Parameter Hybrid (3H) Approximation (ในป ี ค.ศ. 1993) แล้วกไ็ด้เสนอฟงักชั์นนอลอกีอันทีง่า่ยกวา่คอื
One-Parameter Hybrid (1H) Approximation (ในป ีค.ศ. 1996) ตามสมการตอ่ไปนี้

E3H
xc = aEHF

x + bEGGA
x + (1− a− b)ELDA

x + cEGGA
c + (1− c)ELDA

c (1.16.7)
E1H
xc = aEHF

x + (1− a)EDFA
x + EDFA

c (1.16.8)
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โดย EHF
x [Φ] คอื Hartree-Fock Exchange Energy ทีถ่กูคำนวณด้วย Occupied Kohn-Sham Orbitals

ซึง่ Orbitals ทีเ่อามาใช้น้ันจะถกูคำนวณด้วย Non-Local Exchange Potential vHFx (r, r′) แทนทีจ่ะใช้
Local Exchange Potential (เราอาจจะเรยีกเทคนคิแบบนี้วา่เปน็วธิ ี KS กไ็ด้ แตว่า่วธินี ี้จะมคีวาม General
กวา่) โดยตัวอยา่ง 2 อันทีถ่อืได้วา่เปน็ฟงักชั์นนอลทีโ่ดง่ดังและได้รับการใช้งานมาอยา่งยาวนานกค็อืฟงักชั์น
นอล B3LYP และ PBE0 ซึง่มหีน้าตาดังนี้

EB3LY P
xc = 0.20EHF

x + 0.72EB88
x + 0.08ELDA

x + 0.81ELY P
c + 0.19EVWN

c (1.16.9)
EPBE0
xc = 0.25EHF

x + 0.75EPBE
x + EPBE

c (1.16.10)

วธิกีารสร้างฟงักชั์นนอลแบบ Hybrid น้ันยากตรงทีเ่ราจะหา Coefficients หรอืคา่น้ำหนักของเทอม
Exchange และ Correlation แตล่ะอันได้ยังไง วธิกีารทัว่ไปคอืเราจะทำการปรับคา่พารามเิตอร์ (Param-
eters) โดยการ Fit สมการของฟงักชั์นนอลเข้ากับคา่อ้างองิของ Molecular Properties ตัวอยา่งอ ืน่ของ
Hybrid Functionals เชน่ B97 ซึง่มพีารามเิตอร์ 13 ตัวและ M06 ซึง่มพีารามเิตอร์ 36 ตัว

MAE HF MP2 BLYP B3LYP
re/ Å: 12 first row diatomics 0.024 0.011 0.012 0.004
re/ Å: 12 second row diatomics 0.016 0.017 0.024 0.006
v0/cm

−1 : 122 molecules 50 63 45 34
D0/kcal/mol : 44 molecules 86 15 8 5
∆E†/kcal/mol Diels-Alder (reverse) -8 -16 -9

ตาราง 1.2 คา่ความคลาดเคลือ่นเฉลีย่สัมบรูณ์ (Mean Absolute Error หรอื MAE)

ตารางที่ 1.2 แสดงคา่ความคลาดเคลือ่นเฉลีย่สัมบรูณ์ (Mean Absolute Error) ของความถกูต้องใน
การคำนวณปรมิาณตา่ง ๆ ทีเ่ปน็คณุสมบัตเิชงิกายภาพและเชงิเคมขีองโมเลกลุแตล่ะระบบด้วยวธิทีางเคมคี
วอนตัมทีแ่ตกตา่งกัน (HF = Hartree-Fock, MP2 = Second-Order Møllor-Plesset Perturbation (MP2),
BLYP = Becke-Lee-Yang-Parr (BLYP), B3LYP = Becke, 3-parameter, Lee-Yang-Parr)

นอกจากนี้แล้วยังมฟีงักชั์นนอลประเภทใหมท่ ีถ่กูพัฒนาขึ้นมาอกี เชน่ Double-Hybrid Approxima-
tion ซึง่เสนอโดย Grimme ในป ี ค.ศ. 2006 และ Range-Separated Hybrid Functionals เชน่ Long-
Range Correction (LC) ทีเ่สนอขึ้นในป ี ค.ศ. 1996 และ 2001 ตัวอยา่งของฟงักชั์นนอลประเภทนี้ท ีไ่ด้รับ
ความนยิมกค็อื CAM-B3LYP และ ωB97X

เจาะลกึ B3LYP

B3LYP เปน็ฟงักชั์นนอลในตำนานที่คนทำงานวจัิยโดยใช้วธิ ี DFT น้ันค ุ้น เคยกันดี แล้วมีท ีม่าแบบ
ละเอยีดยังไง? ผมได้ลองค้นคว้าแล้วกพ็บวา่บทความงานวจัิยแรกทีไ่ด้เสนอ B3LYP ไว้อยา่งครบถ้วนน้ันก ็
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คอื “Ab Initio Calculation of Vibrational Absorption and Circular Dichroism Spectra Using Den-
sity Functional Force Fields”7 ซึง่เปน็งานวจัิยทีท่ำโดยนักวจัิย 4 คนคอื P. J. Stephens, F. J. Devlin,
C. F. Chabalowski, และ M. J. Frisch โดยสมการของ B3LYP น้ันกม็หีน้าตาตามสมการที่ 2 ในบทความดัง
กลา่ว ซึง่กเ็หมอืนกับฟอรม์ของสมการ Functional Exchange-Correlation ทัว่ไปที่ Becke ได้เสนอไว้

จรงิ ๆ แล้วในเปเปอรน์ ี้ เขาได้นำสว่นผสม 3 อยา่งจากงานวจัิย 3 ชิ้นมารวมกัน นัน่คอื

1. B3 (เทอมที่ 3 ในสมการ)
2. LYP (เทอมที่ 4 ในสมการ)
3. VWN (เทอมที่ 5 ในสมการ) - จรงิ ๆ เทอมนี้คอื Correlation ของ Local Spin Density Approxi-

mation (LSDA) สว่นเทอมแรกในสมการทีเ่ปน็เทอม Local Exchange มาตรฐานทัว่ไป แล้วกเ็ทอม
ที่ 2 น้ันเปน็ HF exchange ธรรมดา

ดังน้ันถ้าเราเขยีนบทความงานวจัิยหรอืเอกสารทางวชิาการใด ๆ ทีต้่องมกีารอ้างองิบทความงานวจัิย
ของ B3LYP กค็วรจะอ้างองิ 4 บทความดังตอ่ไปนี้

1. A.D. Becke, J. Chem. Phys. 98 (1993) 5648-5652
2. C. Lee, W. Yang, R.G. Parr, Phys. Rev. B 37 (1988) 785-789
3. S.H. Vosko, L. Wilk, M. Nusair, Can. J. Phys. 58 (1980) 1200-1211
4. P.J. Stephens, F.J. Devlin, C.F. Chabalowski, M.J. Frisch, J. Phys. Chem. 98 (1994) 11623-

11627

สว่นการ Implement ฟงักชั์นนอล B3LYP น้ันสามารถดไูด้ท ี่ Source Code ของ libxc ซึง่เปน็ไลบราร ี่
ท ีร่วบรวมฟงักชั์นนอลของ DFT ไว้ให้นักวจัิยคนอืน่ ๆ เอาไปใช้ในโปรแกรมของตัวเอง จะได้ไมต้่องเสยีเวลา
มาเขยีนโค้ดสำหรับ Implement ฟงักชั์นนอลแตล่ะอันใหม1่ ซึง่กจ็ะมี Implementation แตกตา่งกันไปขึ้น
อย ูกั่บวา่ใช้เทอม VWN แบบเวอรชั์นไหน ตัวอยา่งเชน่ในรปูทีอ่ย ูใ่นคอมเมนต์น้ันคอืฟงักชั์นของ B3LYP3 ซึง่
เปน็การใช้ VWN 3 โดยกจ็ะไปเรยีกใช้งานฟงักชั์นอืน่ ๆ อกี เชน่ xc_hyb_init_hybrid

1.17 แบบฝกึหัด

1. จงแสดงวา่ Hamiltonian Operator น้ันมี Eigenvalues เปน็สว่นจรงิ (Real) และมี Eigenfunctions
เปน็ Orthogonal

2. จงแสดงวา่ Normalization Factor ของ Slater Determinant สำหรับระบบทีม่อีเิลก็ตรอน n ตัว
น้ันมคีา่เทา่กับ 1/

√
n!

3. เราสามารถแก้สมการ Schrödinger เพือ่หาผลเฉลยแบบแมน่ตรง (Exact Solution) สำหรับระบบที่
มโีปรตอน 2 ตัวและมอีเิลก็ตรอน 1 ตัวได้หรอืไม ่ เพราะอะไร

1https://gitlab.com/libxc/libxc/-/blob/master/src/hyb_gga_xc_b3lyp.c

https://gitlab.com/libxc/libxc/-/blob/master/src/hyb_gga_xc_b3lyp.c
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พลวัตเชงิโมเลกลุแบบด้ังเดมิ

2.1 การประยกุตใ์ช้ Molecular Dynamics

กอ่นทีเ่ราจะไปศกึษาวธิกีารจำลองระบบโมเลกลุทีม่คีวามซับซ้อนน้ันเราควรเร ิม่ต้นด้วยการศกึษาวธิ ี
อยา่งงา่ยกอ่นนัน่กค็อื Molecular Dynamics (MD) (จรงิ ๆ จะวา่ไปแล้ววธินี ี้ กไ็มไ่ด้งา่ยนะครับ ถ้าลงราย
ละเอยีดลกึ ๆ แล้วกม็คีวามซับซ้อนมากพอสมควร ซึง่ในปจัจบัุนน้ันกม็กีารทำวจัิยทีเ่ก ีย่วข้องกับการพัฒนา
เทคนคิของวธิ ี MD อยา่งตอ่เน ือ่ง) เราใช้เทคนคิการจำลองทางคอมพวิเตอร์ในการทำความเข้าใจคณุสมบัติ
ของระบบทีป่ระกอบไปด้วยโมเลกลุ ๆ โมเลกลุในเชงิโครงสร้างและอันตรกริยิาในระดับจลุภาคหรอืหนว่ยยอ่ย
ซึง่หนว่ยยอ่ยในทีน่ ี้ กค็อืโมเลกลุนัน่เอง โดยเราสามารถแบง่วธิกีารจำลองออกได้เปน็ 2 วธิคีอื Molecular
Dynamics (MD) กับ Monte Carlo (MC) และหนังสอืเลม่น ี้จะเน้นไปที่ MD ซึง่เปน็วธิที ีส่ามารถนำมาใช้ใน
การศกึษาคณุสมบัตเิชงิพลวัตได้ เชน่ สัมประสทิธ ิก์ารเคลือ่นที่ (Transport Coefficients), การตอบสนองตอ่
การรบกวนแบบทีข่ึ้นกับเวลา (Time-dependt Response to Perturbation), และสเปกตรัม

ตัวอยา่งของคณุสมบัติและปรากฏการณ์ของโมเลกลุหรอืสสารที่เราสามารถใช้การจำลอง MD เพือ่
ศกึษาได้น้ันมดัีงตอ่ไปนี้

เคมี (Chemistry)

• อันตรกริยิาภายในและภายนอกโมเลกลุ (Intra- and Intermolecular Interactions)
• ปฏกิริยิาเคมี (Chemical Reactions)

• การเปลีย่นเฟส (Phase Transitions)
• การคำนวณพลังงานอสิระ (Free Energy Calculations)

วัสดศุาสตร์ (Materials Science)
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• เทอรโ์มไดนามกิสท์ ีส่ภาวะสมดลุ (Equilibrium Thermodynamics)

• การเปลีย่นเฟส (Phase Transitions)
• Properties of Lattice Defects
• Nucleation and Surface Growth
• กระบวนการความร้อนและความ (Heat/Pressure Processing)
• Ion Implantation
• Properties of Nanostructures

ชวีเชงิฟสิกิสแ์ละชวีเคมี (Biophysics and Biochemistry)

• การพับของโปรตนี (Protein Folding)
• การทำนายโครงสร้างของโปรตนี (Protein Structure Prediction)
• การเข้ากันได้เชงิชวีะ (Biocombatibility) เชน่ Cell Wall Penetration หรอื Chemical Processes
• การจำลองการจับกันของโมเลกลุ (Molecular Docking)

การแพทย์ (Medicine)

• การออกแบบโมเลกลุยา (Drug Design)
• การค้นหาโมเลกลุยา (Drug Discovery)

2.2 ประวัตศิาสตรข์อง Molecular Dynamics

Molecular Dynamics หรอื MD น้ันเปน็สาขาหนึง่ของเคมีทฤษฎีท ี่ม ีการค้นคว้าและวจัิยมาอยา่ง
ยาวนาน ผมสรปุไทมไ์ลนเ์รยีงตามเหตกุารณท์ ีเ่กดิขึ้นในวงวชิาการต้ังแตอ่ดตีในชว่งยคุแรก ๆ ของการพัฒนา
วธิ ี MD จนถงึปจัจบัุนตามนี้ครับ

• 1953: Nicholas Metropolis และคณะได้ตพีมิพบ์ทความวจัิยเร ือ่ง “Equation of State Calcula-
tions by Fast Computing Machines”8 โดยบทความนี้ เปน็เสมอืนจดุเร ิม่ต้นของไอเดยี MD เลยก็
วา่ได้ โดยเปน็คร้ังแรกทีไ่ด้มกีารประยกุต์ใช้เทคนคิ Monte Carlo เพือ่แก้สมการทีอ่ธบิายคณุสมบัติ
เชงิกายภาพของระบบทีป่ระกอบไปด้วยโมเลกลุทีม่ อัีนตรกริยิาตอ่กัน โดยข้ันแรกคอืสร้างเซตของ
ตัวเลขส ุม่ (Random Number) เพ ือ่ใช้เปน็ตัวแทนของ Conformational Space แล้วกใ็ช้คา่ของ
พลังงานเปน็ตัวระบคุวามนา่จะเปน็ของสถานะของระบบทีศ่กึษา

• 1956: Berni J. Alder และ Thomas E. Wainwright ได้ตพีมิพ์บทความเร ือ่ง “Phase Transition
for a Hard Sphere System”9 ซึง่ถอืได้วา่เปน็งานวจัิยทีเ่ปน็จดุเร ิม่ต้นของ MD เลยกว็า่ได้
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• 1958: เปน็คร้ังแรกทีนั่กวทิยาศาสตร์ค้นพบโครงสร้างสามมติขิองโปรตนีได้โดยใช้เทคนคิ X-ray โดย
เผยแพรใ่นบทความ “A Three-Dimensional Model of the Myoglobin Molecule Obtained
by X-Ray Analysis”10

• 1964: บทความวจัิยเร ือ่ง “Correlations in the Motion of Atoms in Liquid Argon”11 โดย
Aneesur Rahman ซึง่เปน็ผ ู้ท ีใ่ช้ MD ในการคำนวณระบบของ Liquid Argon ซึง่ระบบทีศ่กึษาตอน
น้ันมี Argon ท้ังหมด 864 อะตอม โดยคำนวณด้วยซปุเปอรค์อมพวิเตอร์ CDC 3600 โดยใช้ Lennard-
Jones Potential นอกจากนี้ Aneesur Rahman ได้รับการยอบรับวา่เปน็บดิาแหง่พลวัตเชงิโมเลกลุ
อกีด้วย (The Father of Molecular Dynamics)

• 1971: Aneesur Rahman และ Frank H. Stillinger ได้ตพีมิพบ์ทความเร ือ่ง “Molecular Dynamics
Study of Liquid Water”12 ซึง่เปน็ใช้ MD ในการจำลองระบบโมเลกลุน้ำทีม่จีำนวนโมเลกลุคอื 216
โมเลกลุ

• 1975: Michael Levitt และ Arich Warshel ได้เผยแพรบ่ทความวจัิยเร ือ่ง “Computer Simulation
of Protein Folding”13 ซึง่เปน็คร้ังแรกทีม่กีารนำเทคนคิ MD มาใช้ในการจำลองการพับของโปรตนี
โดยเปน็การศกึษาการพับของ Bovine Pancreatic Trypsin Inhibitor (BPTI) จากโครงสร้างทีเ่ปน็
แบบสายเปดิ

• 1979: David A. Case และ Martin Karplus ได้จำลองโปรตนีทีม่ลีแิกนดเ์ปน็โมเลกลุทีเ่ข้าไปจับกับ
โปรแกรมด้วยเปน็คร้ังแรก โดยได้ตพีมิพ์งานวจัิยเร ือ่ง “Dynamics of ligand binding to heme
protein”14

• 1980s: ในชว่งต้น ๆ ทศวรรษ 1980 น้ันเปน็ชว่งทีม่กีารศกึษาชวีโมเลกลุด้วยการจำลอง MD เปน็
จำนวนมาก รวมไปถงึมกีารคำนวณ Free Energy ด้วย

• 1985: Roberto Car Michele Parrinello ได้พัฒนาเทคนคิ Car-Parrinello Molecular Dynamics
(CPMD) ซึง่เสนอในบทความเร ือ่ง “Unified Approach for Molecular Dynamics and Density-
Functional Theory”15 โดยเปน็การนำเทคนคิ Density Functional Theory มารวมกับ Born-
Oppenheimer Molecular Dynamics

• 1988: Michael Levitt และ Ruth Sharon ได้คำนวณระบบของโปรตนีทีม่ ีโมเลกลุน้ำเปน็ตัวทำ
ละลายและนำเสนอในบทความเร ือ่ง “Accurate Simulation of Protein Dynamics in Solu-
tion”16

• 1990s: ในชว่งต้น ๆ ทศวรรษ 1990 น้ันกไ็ด้มกีารพัฒนาศักย์ (Potential) ท ีใ่ช้ในวธิ ี MD รวมถงึ
เทคนคิการเพิม่ประสทิธภิาพในการส ุม่ (Enhanced Sampling) อยา่งตอ่เน ือ่ง

2.3 สนามแรง

สนามแรง (Force Field) เปน็สมการคณติศาสตรท์ ีอ่ธบิายพื้นผวิพลังงานศักยข์องโมเลกลุได้โดย Force
Field น้ันจะเปน็ผลรวมของเทอมพลังงานตา่ง ๆ ทีอ้่างองิอย ูกั่บอะตอมและมีพารามเิตอร์ท ีส่อดคล้องกับ
โครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิส์ของโมเลกลุซึง่เทอมพลังงานแตล่ะเทอมน้ันจะมกีารตคีวามทางกายภาพ (Physi-
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cal Interpretation) แตกตา่งกันไป ไอเดยีเร ิม่ต้นของ Force Field น้ันกค็อืในการจำลอง MD น้ันเราจำเปน็
จะต้องคำนวณแรง (Force) ระหวา่งอะตอมแตล่ะค ูข่องทกุอะตอมในระบบของเราซึง่อาจจะมมีากถงึหลักพัน
หรอืหลักหมืน่อะตอมเลยทเีดยีว โดยทัว่ไปแล้ว Time-step ทีเ่รามักจะใช้ในการจำลอง MD น้ันคอื 1 fs ถ้า
หากเราต้องการรัน MD เปน็ระยะเวลา 100 ns เราจำเปน็จะต้องคำนวณแรงระหวา่งอะตอมท้ังหมดประมาณ
107-108 คร้ังเลยทีเดยีว สำหรับ Force Field มาตรฐานของพื้นผวิพลังงานศักย์ของโมเลกลุ (Potential
Energy Surface หรอื PES) น้ันมหีน้าตาประมาณนี้

V
(
R3N

)
=

bonds∑
i

ki
2
(li − li,0)

2

︸ ︷︷ ︸
Bond Stretches

+

angles∑
i

ki
2
(θi − θi,0)

2

︸ ︷︷ ︸
Angle Bends

+
torsions∑
i

Vi
2
(1 + cos(niωi − γi))︸ ︷︷ ︸

Torsional Motion

+
∑
i,j>i

4ϵi,j

((
σij
Rij

)12

−
(
σij
Rij

)6
)

︸ ︷︷ ︸
Lennard-Jones Term

+
qiqj

4πϵ0Rij︸ ︷︷ ︸
Coulomb Term︸ ︷︷ ︸

Intermolecular Interactions
(2.3.1)

โดยทีพ่ลังงานแตล่ะเทอมน้ันมตัีวแปรทีเ่ก ีย่วข้องกับลักษณะเชงิเรขาคณติของโมเลกลุ เชน่ ความยาว
พันธะ li, มมุพันธะ θi, มมุบดิ ωi, และระยะหา่งระหวา่งอะตอม Rij นอกจากนี้พลังงานแตล่ะเทอมน้ันยัง
มพีารามเิตอร์ท ีข่ึ้นอย ูกั่บชนดิของอะตอมด้วย เชน่ เทอมทีเ่ปน็พลังงานสำหรับการยดืหดของพันธะ (Bond
Strething) น้ันจะมคีา่คงทีแ่รง (Force Constant) ki และคา่ความพันธะทีส่ภาวะสมดลุ (Equilibrium Bond
Length) li,0

1. 3 เทอมแรกคอื Bonded เปน็พลังงานทีม่าจากภายในของโมเลกลุเอง

2. เทอมที่ 4 คอื Non-bonded ทีอ่ธบิาย Electrostatic Interaction มชี ือ่เรยีกวา่ Coulomb Interac-
tion

3. เทอมที่ 5 คอื Non-bonded ทีอ่ธบิายพลังงาน Non-electrostatic ทีเ่กดิจาก Dipole-dipole In-
teraction (เชน่ London Force ทีอ่ธบิาย Interaction ระหวา่ง Non-polar Molecules เปน็ต้น)
มชี ือ่เรยีกวา่ Lennard-Jones Potential (หรอืเรยีกส้ัน ๆ วา่ LJ Potential หรอื 12-6 Potential)

ตอนนี้ ผ ู้ อา่นคงกำลังคดิวา่พารามเิตอร์ชดุน ี้ น้ันจะต้องมีคา่เพยีงแคค่า่เดยีวสำหรับอะตอมทีเ่ปน็ธาต ุ
เดยีวกันแต ่วา่ในความเปน็จรงิกลับไมใ่ช ่อยา่ง น้ันเพราะวา่ถงึแม้วา่จะเปน็ธาต ุชนดิเดยีวกันแต ่ก ็ขึ้นอย ู่กับ
สภาพวาดล้อม (Environment) รอบ ๆ ธาตน้ัุนด้วย ยกตัวอยา่งให้เข้าใจงา่ยคอืสมมตวิา่เรามอีะตอมคารบ์อน
ในหมูเ่มทลิ (Mehtyl Group, −CH3) และกับอะตอมคารบ์อนในหมูค่ารบ์อนลิ (Carbonyl Group, C−−O)
น้ันจะมี Characteristics ตา่งกันดังน้ันจงึทำให้มคีณุสมบัตทิ ีแ่ตกตา่งกัน เชน่ ประจขุองอะตอม ดังน้ันสำหรับ
Force Field ทีด่น้ัีนควรจะต้องมชีดุเซตของพารามเิตอร์ท ีแ่ตกตา่งกันไปสำหรับโมเลกลุหรอืระบบทีต้่องการ
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ศกึษา เชน่ โปรตนี, โลหะออกไซด,์ พอลเิมอร,์ หรอืครสิตัลไอออนคิ

สำหรับ Quantum calculation ในการศกึษาคณุสมบัตขิองโมเลกลุ (Molecular properties) น้ัน
Properties หลาย ๆ ตัวน้ันเปน็ญาตกัิบพลังงาน กค็อืถ้าเราร ู้พลังงานของโมเลกลุ เรากจ็ะสามารถคำนวณ
Properties อืน่ ๆ ตามมาได้ (ในรปูของอนพัุนธเ์ทยีบกับ Perturbation อะไรกว็า่ไป)

สำหรับ Molecular dynamics สำหรับ Molecular Dynamics: เราใช้ Force Field ในการ
คำนวณหาพลังงานของโมเลกลุ เพือ่นำพลังงานมาคำนวณหาแรง (Force) ทีก่ระทำตอ่อะตอมแตล่ะตัว

ในการสร้าง Force Field สักอันหนึง่ขึ้นมาน้ันเราจะต้องมกีารกำหนดวา่เราจะมกีารใช้เทอมพลังงาน
อะไรบ้างสำหรับ Force Field ของเราแล้วกร็วมถงึวา่เราจะมวีธิกีารในการคำนวณหาคา่ของพารามเิตอร์ใน
Force Field สำหรับธาตแุตล่ะธาตอุยา่งไร ในยคุแรก ๆ ของเคมเีชงิคำนวณน้ันนักวจัิยมักจะใช้ผลการทดลอง
น้ันนำมาเทยีบหาคา่ของพารามเิตอรข์อง Force Field (Parameter Fitting) ซึง่ Force Field ประเภทนี้จะ
มชี ือ่เรยีกวา่ Empirical Force Field

การนำ Force Field ไปใช้ในการจำลอง Molecular Dynamics น้ันมข้ัีนตอนครา่ว ๆ ดังนี้

1. นำแรงตอ่อะตอมมาคำนวณหาความเรง่ (Acceleration) แล้วนำไปเข้าสมการ Equation of Motions
เพือ่คำนวณหาความเรว็ (Velocity) และการกระจัด (Displacement) ทีเ่ปล ีย่นไป

2. นำการกระจัดทีเ่ปลีย่นไปมาทำการอัพเดทตำแหนง่ของอะตอม/โมเลกลุ เรยีกวธิกีารนี้ วา่ Propaga-
tion

3. เม ือ่ เราทำแบบนี้ ไปเร ือ่ย ๆ เราจะได้ Dynamic ของระบบที่สามารถที่จะ Represent คณุสมบัติ
Microscopic ของระบบจรงิ ๆ ได้

โดยขนาดของระบบทีเ่ราใช้ในการจำลองจะสอดคล้องกับ Time-scale ของการรัน Dynamic Simula-
tion ในการศกึษา Properties ทีแ่ตกตา่งกันออกไป นอกจากนี้ยังมวีธิกีารคำนวณ Force field ทีซั่บซ้อนกวา่
นี้อกีมากมาย ขึ้นอย ูกั่บวธิกีาร accuracy ทีต้่องการ สรปุคอื Force field น้ันสำคัญมาก ๆ เพราะเปน็จดุเร ิม่
ต้นของการศกึษา Properties อืน่ ๆ อกีมากมายของโมเลกลุ ดังน้ัน เลือก Force Field ไม่ดี = ชีวิตพัง

2.4 สนามแรงสำหรับพันธะโควาเลนท์

ในหัวข้อนี้ เราจะมาดรูายละเอยีดของ Force Field ทีส่ำคัญมากทีส่ดุอันหนึง่นัน่กค็อื Force Field
ทีใ่ช้ในการอธบิายพันธะโควาเลนท์ (Covalent Bonding) ซึง่ประกอบไปด้วย การยดืหดของพันธะ (Bond
Stretching), การงอของพันธะ (Angle Bending) และการเคลือ่นแบบบดิ (Torsional Motion)
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2.4.1 Bond Stretching

เร ิม่ต้นด้วยการพจิารณาพลังงานศักย์ V (R) ของโมเลกลุอะตอมคู่ (Diatomic Molecule) ซึง่ เปน็
ฟงักชั์นของระยะหา่งระหวา่งอะตอม (Bond Distance) R โดยเราสามารถแสดง (Represent) V (R) อันนี้
ได้ด้วยศักยข์องมอส (Morse Potential) ดังตอ่ไปนี้

ภาพ 2.1 Morse Potential

V (R) = De

(
e−2a(R−Re) − 2e−a(R−Re)

)
(2.4.1)

โดยที่ Re คอืระยะหา่งระหวา่งอะตอมทีส่ภาวะสมดลุ เชน่ ความยาวพันธะ ณ ตำแหนง่ทีพ่ลังงานศักย์ของ
Morse Potentail น้ันมคีา่น้อยทีส่ดุ, De คอืความลกึ (Depth) ของพื้นผวิศักย์ (Potentail Surface) ซึง่กค็อื
พลังงานการแตกออกหรอืการแยกตัว (Dissociation Energy) และ a คอืพารามเิตอรท์ ีอ่ธบิายความกว้างของ
บอ่พลังงานศักยอั์นนี้ นอกจากนี้ Morse Potential สามารถถกูเขยีนได้ด้วยวธิอี ืน่ ๆ ได้อกีด้วย

หนึง่ในวธิที ีเ่ราจะสามารถใช้ในการ Represent พันธะโควาเลนท์กค็อืการใช้โมเดลการสัน่ Harmonic
OSciallator แบบคลาสสคิ เชน่ ถ้าเรามอีะตอม 2 อะตอมทีถ่กูยดึเข้าด้วยกันด้วยสปรงิทีม่ ี Force Constant
k เราสามารถใช้ Taylor Expansion ในการอธบิาย Potential Energy V (R) ได้โดยการใช้ Dunham
Expansion Parameter Q = (R−Re

Re
) ดังน ี้

V (Q) = V (0)︸︷︷︸
Zero level

+ V ′(0)Q︸ ︷︷ ︸
V ′(0)=0 in the minimum

+
1

2
V ′′(0)Q2︸ ︷︷ ︸

Harmonic term

+
1

6
V (3)(0)Q3︸ ︷︷ ︸
Anharmonicity

+
1

24
V (4)(0)Q4 . . . ,︸ ︷︷ ︸

Quartic term
(2.4.2)
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โดยทีเ่ราไมต้่องพจิารณา Zero Level (V (0)) กไ็ด้ เพราะวา่ Potential Energy Surface น้ันสามารถเปลีย่น
ระดับพลังงานได้ด้วยคา่พลังงานคงที่ สำหรับเทอมทีเ่ปน็เส้นตรง (Linear Term) ใน Q น้ันมคีา่เทา่กับ 0
เนือ่งจากวา่ Gradient ของเทอมนี้ น้ันเทา่กับ 0 ทีต่ำแหนง่ Minimum สว่นเทอมทีเ่ปน็ Quadratic Term กับ
Cubic Term ใน Q น้ันคอื Harmonic และ Anharmonic ของพื้นผวิศักย์ตามลำดับ ถ้าหากวา่เราตัดเทอม
Anharmonicity แล้วกเ็ทอมทีม่อัีนดับสงูกวา่น ี้ออกไปจาก Tarlor Expansion สิง่ท ีเ่ราจะได้น้ันกค็อืการสัน่
ฮารโ์มนคิแบบด้ังเดมิ (Classical Harmonic Oscillator) นัน่เอง

V (Q) =
k

2
Q2 โดยที่ k ≡ V ′′(0) (2.4.3)

Taylor Expansion ของ Morse Potential น้ันเปน็หนึง่โมเดลของพื้นผวิศักยท์ ีส่ามารถอธบิายสถานะ
ของระบบรอบ ๆ จดุตำ่สดุ Minimum ได้ ซึง่จะอธบิายได้ดกีต็อ่เม ือ่เราทำการตัดหรอืไมพ่จิารณาเทอมทีม่ ี
อันดับสงูกวา่ Harmonic Term ออกไป อยา่งไรกต็าม โมเดลนี้ กม็จีดุออ่น ถ้าหากวา่เราดกูรณที ีอ่ะตอมท้ัง
สองอะตอมน้ันมรีะยะหา่งกันมาก ๆ ซึง่กค็อืหา่งกันอนันต์ Q → ∞ จะทำให้พลังงานศักย์น้ันเข้าใกล้คา่
อนันตด้์วย V (Q) → ∞ ซึง่เง ือ่นไขอันนี้ทำให้โมเดล Morse Potential น้ันอธบิาย Dissociation ได้ไมถ่กู
ต้อง แตถ้่าหากวา่โมเดลอันนี้ถกูนำมาใช้ในการอธบิายระบบทีม่หีลาย ๆ โมเลกลุและแตล่ะโมเลกลุน้ันไมท่ำ
ปฏกิริยิาตอ่กัน พดูงา่ย ๆ กค็อืไมม่กีารสร้างพันธะ (Non-Reacting) เราจะพบวา่การทีเ่ราทำการตัดเทอมทีม่ ี
อันดับสงูกวา่ Harmomic ออกไปน้ันจะทำให้มันสามารถอธบิายพื้นผวิศักยไ์ด้อยา่งสมเหตสุมผล

2.4.2 Angle Bending

ภาพ 2.2 ซ้าย: โมเลกลุน้ำ, ขวา: Double Minimum Potential สำหรับมมุพันธะของโมเลกลุน้ำ

สำหรับการอธบิาย Angle Bending น้ันผมขอยกตัวอยา่งโมเลกลุน้ำ H2O ซึง่มมีมุสมดลุคอื θe ระหวา่ง
พันธะ O−H ซึง่ม ีความยาวพันธะเทา่กับ 104.5 องศา เมือ่ความยาวพันธะยดืออกน้ันเราสามารถใช้การ
ประมาณแบบ Harmonic Oscillator เพือ่อธบิาย Angle Bending ได้ ดังนี้

V (θ) =
kθ
2
(θ − θe)

2 (2.4.4)
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ซึง่ Approximation ด้านบนนี้สามารถนำมาใช้ได้เม ือ่มมุ θ น้ันเข้าใกล้กับมมุสมดลุ θe

ถ้าหากเราลองมาดกูรณแีปลก ๆ เชน่ ถ้ามมุพันธะมคีา่เทา่กับ π ซึง่ทำให้โมเลกลุน้ำน้ันเปน็เส้นตรง เรา
จะพบวา่พลังงานศักยน้ั์นจะสงูมาก ๆ และในความเปน็จรงิน้ันแทบจะเปน็ไปได้ยากมาก ๆ ทีโ่มเลกลุน้ำน้ันจะ
เปน็เส้นตรง (แตก่ส็ามารถทำได้โดยการเพิม่อณุหภมูใิห้สงูมาก ๆ)

2.4.3 Dihedral Terms

พารามเิตอร์อกีอันหนึง่ท ีส่ำคัญมากในการอธบิายการเปลีย่นแปลงของมมุพันธะและระนาบในโมเลกลุ
น้ันกค็อื Dihedral Angle หรอืวา่มมุบดิ ซึง่มมุบดินี้กม็ ี Potential Energy เปน็ของตัวเองด้วยโดยมสีมการดัง
ตอ่ไปนี้

V (ω) =
∑
n

Vn
2

(1 + cos(nω − γ)) (2.4.5)

โดยที่n น้ันคอืเลขจำนวนเตม็ทีบ่ง่บอกถงึจำนวนคาบ เชน่ n = 2 กค็อืมคีาบเทา่กับ 180 องศา หรอื n = 3
กค็อืมคีาบเทา่กับ 120 องศานัน่เอง, Vn คอืพลังงานศักยก์ารหมนุ (Rotational Energy Barrier) และ γ น้ัน
กำหนดวา่มมุทีม่มุบดิน้ันมคีา่เทา่กับ 0 องศา

สมการทีใ่ช้ในการพลังงานศักย์ของ Dihedral Angle น้ันสามารถเขยีนได้โดยการใช้สว่นจรงิ (Real
Part) ของการแปลงฟเูรยีร์ ดังน ี้

V (ω) =
∑
n

Cn cos(ω)
n (2.4.6)

ภาพ 2.3 ซ้าย: โมเลกลุน้ำ, ขวา: Double Minimum Potential สำหรับมมุพันธะของโมเลกลุน้ำ
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สำหรับโมเลกลุทีค่วรจะต้องแบนราบหรอืมคีวามเปน็ Planar อย ูแ่ล้วน้ัน บางคร้ังเรากอ็ยากทีจ่ะเพิม่
Constraint เข้าไปให้กับพื้นผวิศักย์ของโมเลกลุเพือ่ทำให้โมเลกลุน้ันมคีวามเปน็ Planar ซึง่วธิกีารเพิม่ Con-
straint น้ันทำได้หลายวธิ ี หนึง่ในน้ันกค็อืการใส ่ Lagrangian Multipliers ในขณะทีเ่ราทำการปรับคา่พลังงาน
ของโมเลกลุให้มคีา่ตำ่ท ีส่ดุหรอืทีเ่ราเรยีกวา่ Constrained Energy Minimization ซึง่จะทำให้เราได้โมเลกลุที่
มพีลังงานตำ่ทีส่ดุท ีส่ภาวะทีถ่กู Constraint อย ูด้่วย จงึทำให้โมเลกลุน้ันถกูบังคับให้แบนราบหรอืมคีวามเปน็
Planar ตลอดเวลา นอกจากนี้ยังมอีกีวธิกีค็อืการเตมิเทอมพลังงานพเิศษเข้าไปทือ่ ๆ เลยอกีเทอมนงึ ซึง่เทอม
พลังงานพเิศษอันนี้ท ีเ่ราเตมิเข้าไปน้ันมชี ือ่เรยีกวา่ Energy Restraint หรอื Improper Torsion Term นัน่เอง
ซึง่มหีน้าตาดังนี้

V (ω) = kω(1− cos 2ω) (2.4.7)

โดยทีโ่มเลกลุน้ันจะถกูบังคับหรอืถกูตรงึให้มลัีกษณะที่ เกือบ จะเปน็แบนราบอยูต่ลอดเวลาถ้าหากวา่คา่ kω
น้ันมคีา่มากพอ

2.4.4 Cross Terms

เทอมสดุท้ายทีเ่รามักจะไมค่อ่ยคนุชนิกันเทา่ไหรเ่พราะวา่มักจะไมค่อ่ยมใีครพดูถงึแม้แตใ่นตำราตา่ง
ประเทศหลาย ๆ เลม่นัน่กค็อืเทอมทีเ่รยีกวา่ Cross Term ซึง่เทอมนี้จะถกูนำใสเ่ข้าไปใน Potential Energy
Expression เพือ่ใช้อธบิายการค ูค่วบกัน (Coupling) ระหวา่ง Two-bond Stretch หรอื Bond Stretch
กับ Angle Bending Term โดยผมขอยกตัวอยา่งด้วยโมเลกลุน้ำเหมอืนเดมิครับ ถ้าหากเราพจิารณา Inter-
molecular Motion น้ันเราจะสามารถอธบิาย Motion อันนี้ได้โดยการใช้ Taylor Expansion รอบ ๆ ความ
ยาวพันธะท้ังสองอัน (R1 กับ R2) และมมุพันธะ (θ) ดังน ี้
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V (R1, R2, θ) =V (R1,0, R2,0, θ0) + (R1 −R1,0)
∂V

∂R1

∣∣∣∣
R1,0,R2,0,θ0

+ (R2 −R2,0)
∂V

∂R2

∣∣∣∣
R1,0,R2,0,θ0

+ (θ − θ0)
∂V

∂θ

∣∣∣∣
R1,0,R2,0,θ0

+
1

2
(R1 −R1,0)

2 ∂
2V

∂R2
1

∣∣∣∣
R1,0,R2,0,θ0

+
1

2
(R2 −R2,0)

2 ∂
2V

∂R2
2

∣∣∣∣
R1,0,R2,0,θ0

+
1

2
(θ − θ0)

2 ∂
2V

∂θ2

∣∣∣∣
R1,0,R2,0,θ0

+ (R1 −R1,0) (R2 −R2,0)
∂2V

∂R1∂R2

∣∣∣∣
R1,0,R2,0,θ0

+ (R1 −R1,0) (θ − θ0)
∂2V

∂R1∂θ

∣∣∣∣
R1,0,R2,0,θ0

+ (R2 −R2,0) (θ − θ0)
∂2V

∂R2∂θ

∣∣∣∣
R1,0,R2,0,θ0

+ . . . (2.4.8)

โดยที่ 3 เทอมสดุท้ายน้ันคอื Coupling Terms อยา่งไรกต็าม โดยปกตแิล้วเราไมจ่ำเปน็ต้องใสเ่ทอม Coupling
ท้ังหมดทีเ่รามี ซึง่เทอม Coupling บางเทอมกส็ำคัญ บางเทอมกไ็มส่ำคัญซึง่ขึ้นอย ูกั่บโมเลกลุ สำหรับโมเลกลุ
น้ำน้ันเทอม Coupling ทีส่ำคัญและควรจะต้องมกีค็อื Coupling Term ทีม่าจาก Stretch Bond เพือ่ท ีว่า่จะ
สามารถอธบิาย Symmetric Stretch Coordinate ได้ ซึง่มสีมการดังนี้

Q1 −Q1,0 = (R1 −R1,0) + (R2 −R2,0) (2.4.9)

และสามารถ Antisymmetric Stretch Coordinate ได้เชน่กัน ซึง่มสีมการดังนี้

Q2 −Q2,0 = (R1 −R1,0)− (R2 −R2,0) (2.4.10)

แล้วกใ็นการรวม Crossing Term เข้าไปในสมการพลังงานศักยเ์พือ่ใช้อธบิายพื้นผวิศักยข์องโมเลกลุน้ำน้ัน เรา
จะพบวา่พารามเิตอรท์ ีข่ึ้นอย ูกั่บชนดิของอะตอมน้ัน (เชน่ R1,0, R2,0 และ θ0) ไมไ่ด้เก ีย่วข้องหรอืสอดคล้อง
กับ Equilibrium Geometry เลย

2.4.5 สรปุ Bonding

โดยสรปุแล้วเราเพิง่ได้ศกึษาเทอมของพลังงานตา่ง ๆ ทีเ่รานำมาใช้ในการสร้าง Force Field เพือ่ใช้ใน
การอธบิาย Covalent Bond ซึง่ประกอบไปด้วยเทอมดังตอ่ไปนี้ Bond Stretching, Angle Bending, Tor-
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sional Motion แล้วกม็กีารรวมเทอมพเิศษเข้าไปด้วยซึง่กค็อื Coupling Term และนอกจากนี้ ยังมเีทอมอืน่
ๆ อกีทีผ่มไมไ่ด้พดูถงึ เชน่ เทอมพเิศษทีอ่ธบิาย Hyperconjugation ซึง่เปน็ปรากฏการณท์ ี่ π-Conjugation
น้ันสง่ผลตอ่การยดืหกของพันธะอยา่งไรในโมเลกลุ โดยเราสามารถแบง่ประเภทของเทอมเหลา่นี้ ออกเปน็
คลาสได้ดังนี้

• Class I: มเีพยีงแค ่ Harmonic Terms เทา่น้ัน ไมม่กีารเตมิ Coupling Terms เข้าไป

• Class II: ม ี Anharmonic Terms และ Cross Terms

• Class III: มเีทอมพื้นฐานท้ังหมดและมกีารเพิม่เทอมพเิศษ เชน่ Huperconjugation เข้าไปด้วย

2.5 อันตรกริยิาระหวา่งโมเลกลุ

ในหัวข้อที่ 2.4 เราได้ศกึษาอันตรกริยิาทีอ่ย ูภ่ายในโมเลกลุไปแล้วนัน่กค็อืพันธะโควาเลนท์ซึง่เปน็อัน
กริยิาทีเ่กดิขึ้นระหวา่งอะตอม ในหัวข้อนี้ ผ ู้อา่นจะได้ศกึษาอันตรกริยิาทีเ่กดิขึ้นระหวา่งโมเลกลุ เชน่ อันตร
กริยิาแบบออ่น (Weak Interaction) ซึง่ “ออ่น” ในทีน่ ี้คอืเทยีบกับพันธะโควาเลนท์ ตัวอยา่งเชน่ Dispersion
Interaction ทีเ่กดิขึ้นใน Liquid Argon, Hydrogen Bonding ทีเ่กดิขึ้นใน Liquid Water, หรอื Ion-Ion In-
teraction ทีเ่กดิขึ้นในสารละลายอเิลก็โทรไลต์ นอกจากนี้แล้วยังมอัีนตรกริยิาอ ืน่ ๆ ทีเ่กดิขึ้นระหวา่งโมเลกลุ
ทีเ่ราจะต้องพจิารณาด้วย เชน่ อันตรกริยิาแบบไกล (Long-Range Interaction) ทีส่ามารถเกดิขึ้นได้ภายใน
โมเลกลุเดยีวกันสำหรับโมเลกลุทีม่ขีนาดใหญม่าก ๆ ซึง่พลังงานทีเ่กดิขึ้นจาก Long-Range Interaction น้ัน
กเ็ปน็อกีเทอมทีส่ำคัญมาก ๆ ทีท่ำให้การจำลองโมเลกลุน้ันมคีวามถกูต้องมากขึ้น

ในหัวข้อนี้เราจะมาโพกัสพลังงานท้ังหมด 4 เทอมทีส่ำคัญซึง่เปน็เทอมพลังงานทีเ่ปน็ตัวแทนของ Inter-
molecular Interaction ได้เปน็อยา่งดคีรับ

1. พลังงานไฟฟา้สถติย์ (Electrostatic Energy): เปน็เทอมพลังงานทีอ่ธบิายอันตรกริยิาระหวา่งไอออน
หรอืโมเลกลุทีม่คีวามมข้ัีว

2. พลังงานเหนีย่วนำ (Induction Energy): เปน็เทอมพลังงานทีอ่ธบิายถงึการเปลีย่นแปลงของความ
หนาแนน่ของอเิลก็ตรอนภายในโมเลกลุทีเ่กดิจากการถกู Polarized ด้วยสนามไฟฟา้จากโมเลกลุรอบ
ๆ ซึง่สง่ผลให้เกดิการเหนีย่วนำ Electric Moment เชน่ Induced Dipole Moment

3. พลังงานผลักแบบใกล้ (Short-Range Repulsion Energy): เปน็เทอมพลังงานทีม่าจากอันตรกริยิา
แบบผลักระหวา่งอเิลก็ตรอนภายซึง่ถกูอธบิายด้วย Pauli Exclusion Principle

4. พลังงานแพรก่ระจาย (Dispersion Energy): เปน็เทอมพลังงานทีอ่ธบิายการ Correlation ของการ
เคลือ่นทีข่องอเิลก็ตรอน
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2.5.1 Electrostatic Energy

พลังงานทีเ่ก ีย่วข้องกับ Intermolecular Interaction อันแรกทีเ่ราจะมาศกึษากันน้ันคอืพลังงานไฟฟา้
สถติย์ (Electrostatic Energy) ซึง่ถอืวา่เปน็พลังงานพื้นฐานทีส่ดุเลยกว็า่ได้ โดยพลังงานไฟฟา้สถติย์น้ันเกดิ
ขึ้นมาจากอันตรกริยิาทางไฟฟา้ระหวา่งอะตอมทีม่ปีระจ ุ (Charge) ภายในโมเลกลุ ดังน้ันผมจะเร ิม่ด้วยการ
อธบิายเร ือ่งของประจกุอ่นเพราะวา่แรงทางไฟฟา้น้ันเก ีย่วข้องโดยตรงกับประจ ุ ในทางเคมคีวอนตัมน้ัน เรา
กำหนดการกระจายตัวของประจภุายในโมเลกลุด้วยประจขุองนวิเคลยีส (Nuclear Charges) {ZI} (โดยที่
I = 1, 2, . . . , N และ N คอืจำนวนของอะตอม) และความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอน ρ(r⃗) ซึง่มคีวาม
สัมพันธกั์นดังนี้

∫
ρ(r⃗)dτ = n (2.5.1)

โดยที่ n คอืจำนวนของอเิลก็ตรอนของโมเลกลุ สำหรับ Force Field น้ัน วธิที ีง่า่ยและตรงไปตรงมาทีส่ดุท ีใ่ช้
ในการแสดงถงึการกระจายตัวของประจภุายในโมเลกลุน้ันคอืใช้เซตของประจเุชงิอะตอม (Atomic Charges)
{qI , I = 1, 2, . . . , N} กับกฎของคลูอมป ์ (Coulomb’s Law) สำหรับการอธบิายอันตรกริยิาระหวา่ง
ประจเุชงิอะตอม ดังนี้

V =
N∑
I=1

N∑
J=I+1

qIqJ
4πε0RIJ

, (2.5.2)

โดยที่ RIJ คอืระยะหา่งระหวา่งอะตอม I กับอะตอม J สำหรับการคำนวณของประจเุชงิอะตอมน้ันงา่ย
มาก โดยเรากแ็คท่ำการนำความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอนของอะตอมทีเ่ราสนใจในโมเลกลุมารวมกับประจ ุ
ของนวิเคลยีสของอะตอมน้ัน แตป่ญัหากค็อืวา่เราไมร่ ู้วา่เราจะทำการแบง่โมเลกลุ (ซึง่ถกูอธบิายความหนา
แนน่ของอเิลก็ตรอน) ออกเปน็ช ิ้น ๆ อยา่งไรเพือ่ทำการกำหนดขอบเขตในการคำนวณการประจายของประจ ุ

เน ือ่งจากวา่เราไมม่คีำจำกัดความทีแ่นน่อนสำหรับประจเุชงิอะตอมเนือ่งจากวา่ประจน้ัุนไมใ่ชป่รมิาณที่
สามารถวัดได้แม้แตใ่นทางทดลอง (Non-Observable) ดังน้ันในปจัจบัุนนี้เรามทีฤษฎเีปน็สบิ ๆ ร้อย ๆ ทฤษฎี
เลยทีถ่กูพัฒนาขึ้นมาเพือ่นยิามและคำนวณประจเุชงิอะตอม

ผมขอเร ิม่ต้นด้วยเหตผุลทีว่า่ประจเุชงิอะตอมน้ันควรทีจ่ะต้อง Reproduce คา่ของโมเมนต์เชงิไฟฟา้
ของโมเลกลุได้ (Molecular Electric Moments) ดังน้ันเราจงึอ้างได้วา่โมเลกลุน้ันมปีระจรุวมท้ังเปน็

qmol =
N∑
I=1

qI (2.5.3)
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สำหรับโมเลกลุทีเ่ปน็กลางหรอืประจเุทา่กับศนูย์น้ัน (qmol = 0) ถงึแม้วา่คา่ความคลาดเคลือ่นทีม่าจาก
ผลตา่งระหวา่งของคา่ประจทุ ีเ่บ ีย่งเบนออกจากศนูย์น้ันจะมน้ีอย แตว่า่มันจะทำให้เกดิคา่ความคลาดเคลือ่น
ของคา่พลังงานเชงิไฟฟา้สถติย์ท ีเ่ยอะมาก ๆ ได้เชน่กัน สาเหตกุเ็พราะวา่คา่ระยะหา่ง (1/R) น้ันขึ้นอย ูกั่บ
อันตรกริยิาระหวา่งประจนัุน่เอง (Charge-Charge Interactions) สำหรับโมเลกลุทีม่ขีนาดเลก็น้ันเราสามารถ
คำนวณคา่ไดโพลโมเมนตเ์ชงิโมเลกลุ (Molecular Dipole Moment) ได้ดังนี้

µmol
α =

N∑
I=1

qIRI,α, (2.5.4)

และคำนวณควอนรโูพลโมเมนตเ์ชงิโมเลกลุ (Molecular Quadrupole Moment)

Θmol
αβ =

N∑
I=1

qI

(
3

2
RI,αRI,β −

1

2
RI,γRI,γδαβ

)
(2.5.5)

ซึง่โมเมนตท้ั์งสองอันนี้กส็อดคล้องกับคา่ประจเุชงิอะตอมนัน่เอง qI

สำหรับการใช้ประจเุชงิอะตอมมาอธบิายการกระจายของประจภุายในโมเลกลุน้ัน เรายังมเีทคนคิอืน่
ๆ อกีเยอะเลยทีช่ว่ยทำให้โมเดลโมเดลประจเุชงิอะตอมน้ันมคีวามถกูต้องและแมน่ยำมากยิง่ขึ้น หนึง่ในวธิที ี่
งา่ยและตรงไปตรงมากค็อืการเพิม่เทอมไดโพลโมเมนต์เชงิอะตอม (Atomic Dipole Moment, µI,α) และ
ควอดรโูพลโมเมนตเ์ชงิอะตอม (Atomic Quadrupole Moment, QI,αβ ) เข้าไป ซึง่เราจะได้วา่โมเมนตเ์ชงิ
โมเลกลุทีไ่ด้จากการเตมิโมเมนตเ์ชงิอะตอมเข้าไปน้ัน มดัีงนี้

Molecular Dipole Moment

µmolα =
N∑
I=1

qIRI,α + µI,alpha (2.5.6)

Molecular Quadrupole Moment

Qmolαβ =
N∑
I=1

qIRI,αRI,β + qI,αRI,β +RI,αµI,β +QI,αβ (2.5.7)

ซึง่เราสามารถนำสมการที่ (2.5.7) มาใช้ในการคำนวณหา Quadrupole Moment ได้โดยใช้สมการดังตอ่ไปนี้

Θαβ =
3

2
Qαβ −

1

2
Qγγδαβ (2.5.8)
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นอกจากนี้ ยังมกีรณพีเิศษอกีบางกรณที ีเ่ราจำเปน็ทีจ่ะต้องนำมาพจิารณาเพิม่เตมิเพ ือ่ทำให้โมเดลของ
เราอธบิายคณุสมบัตทิางเคมขีองโมเลกลุได้ถกูต้องขึ้น เชน่ แนวคดิของการใช้ประจพุเิศษ (Extra Charge) ซึง่
เราจะจำลองวา่ได้วางประจอัุนนี้ไว้ด้านนอกของอะตอมซึง่มชี ือ่เรยีกวา่ Virtual Charge ซึง่ถกูนำมาใช้ในการ
อธบิายอเิลก็ตรอนคูโ่ดดเด ีย่วของอะตอม จรงิ ๆ แล้วเราสามารถพบกรณพีเิศษแบบนี้ ได้แม้แตใ่นโมเลกลุเลก็
ๆ หรอืระบบงา่ย ๆ เชน่ โมเลกลุน้ำหรอืระบบทีม่อีเิลก็ตรอนทีเ่ก ีย่วข้องกับพันธะ π

ถ้าอา่นมาถงึตรงนี้ แล้วอยา่เพ ิง่สับสนนะครับวา่เราสามารถใช้ได้แคป่ระจเุชงิอะตอมเพยีงอยา่งเดยีว
ตามทีบ่อกไว้กอ่นหน้านี้คอืเรามโีมเดลหลายอันทีส่ามารถนำมาใช้ในการพัฒนา Force Field เพือ่ให้ครอบคลมุ
อันตรกริยิาเชงิไฟฟา้สถติย์ แตว่า่การใช้ประจเุชงิอะตอมน้ันเปน็วธิที ีไ่ด้รับความนยิมมากทีส่ดุเพราะวา่มคีวาม
ทัว่ไป (General) มากกวา่วธิอี ืน่ ๆ และสามารถนำไปใช้ได้กับระบบหลาย ๆ อัน (Systematic Approach)
ได้อยา่งตรงไปตรงมา

คำถามถัดมาคอื “แล้วเราจะคำนวณประจเุชงิอะตอมได้ยังไง?” คำตอบกค็อืเราสามารถใช้เทคนคิทาง
เคมคีวอนตัมได้แตว่า่เทคนคิน้ันมเีปน็สบิ ๆ ทฤษฎเีลยทีถ่กูเสนอขึ้นมาเพือ่ใช้ในการคำนวณประจเุชงิอะตอม
วธิอัีนหนึง่ท ีถ่งึแม้วา่จะโบราณมาก ๆ แล้วกต็ามแตก่ยั็งได้รับความนยิมมาจนถงึปจัจบัุนกค็อืนยิามของประจ ุ
ของมลุลเิกนหรอืประจมุลุลเิกน (Mulliken Charge) ซึง่ได้รับการเสนอมาต้ังแตป่ ี ค.ศ. 1955, แล้วกม็ทีฤษฎี
ประจขุองเฮริช์เฟลด์ (Hirshfeld Charge) ซึง่ถกูเสนอในป ี ค.ศ. 1977 ซึง่ถกูนำมาใช้อยา่งมากในการสร้าง
พารามเิตอร์ท ีใ่ช้ใน Force Field โดยนำมารวมกันกับคา่จากการทดลอง สำหรับโมเลกลุขนาดเลก็น้ัน เรา
สามารถคำนวณพารามเิตอร์ของประจเุชงิอะตอมได้โดยการพสิจูน์จากไดโพลโมเมนต์เชงิโมเลกลุและควอดร ู
โพลโมเมนต์ แตว่า่ถ้าเปน็กรณขีองโมเลกลุทีม่ขีนาดใหญน้ั่น เราไมส่ามารถทำได้เพราะวา่ไดโพลโมเมนต์ของ
โมเลกลุขนาดใหญน้ั่นเกดิขึ้นมาจากผลรวมของ Contribution หลาย ๆ อันของไฟฟา้สถติยข์องอะตอมแตล่ะ
ตัวในโมเลกลุซึง่มันมคีวามเฉพาะเจาะจงมากเกนิไป (มคีวาม Local มากเกนิไป)

Electronegativity Equalization Model

ในหัวข้อยอ่ยอันนี้ เราจะมาดตัูวอยา่งของโมเดลทีส่ามารถคำนวณประจเุชงิอะตอทในโมเลกลุได้ โมเดล
น้ันกค็อื Electronegativity Equalization Model (EEM) ซึง่จะใช้หลักการทีว่า่ประจขุองอะตอมแตล่ะตัว
ในโมเลกลุน้ันสามารถทีจ่ะถกูอธบิายได้ด้วยคา่ Atomic Electronegativity (ξI ) และคา่ Atomic Chemical
Hardness (ηI ) ถ้าหากวา่คา่ Electronegativity ของอะตอม 2 อันน้ันแตกตา่งกัน ประจจุะไหล (Flow) จาก
อะตอมอันแรกไปอะตอมอันทีส่องจนกวา่คา่ Molecular Electronegativity น้ันจะมคีา่เฉลีย่ท ีเ่ทา่ ๆ กัน
ในทกุ ๆ ตำแหนง่ของโมเลกลุ17,18 ซึง่คา่ Molecular Electronegativity ทีว่า่น ี้กค็อื Chemical Potential
นัน่เอง นอกจากนี้ แล้วยังม ีปรมิาณอกีหนึง่ตัวทีท่ำให้อะตอมน้ันมีประจกุค็อืงาน (Work) ซึง่สามารถหาได้
จากคา่ Chemical Hardness หรอื Capacitance ของอะตอม ยิง่ไปกวา่น้ันท้ัง Electronegativity และ
Chemical Hardness น้ันตา่งก ็เปน็ Concept หลักที่เรานำมาใช้ใน Density Functional Theory อกี
ด้วย19,20

สำหรับการคำนวณประจเุชงิอะตอมด้วยวธิ ี EEM น้ัน ผมขอเร ิม่ต้นด้วยสมการของพลังงานของโมเลกลุ
ทีม่ ีN อะตอม, V , ดังน ี้
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V =
N∑
I

ξIqI +
1

2

N∑
I

ηIq
2
I +

1

2

N∑
I,J ̸=I

qIT
(0)
IJ qJ + µ

(
qmol −

N∑
I

qI

)
(2.5.9)

โดยทีเ่ทอมที่ 3 น้ันเปน็ Coulomb Interaction ระหวา่งประจเุชงิอะตอม 2 อัน (qI และ qJ) สว่นเทอม
สดุท้ายน้ันเปน็เทอมทีเ่ปน็ตัวบังคับให้ประจรุวมของโมเลกลุ (qmol) น้ันมคีา่เทา่เดมิเสมอ แล้วก ็ µ น้ันเปน็
Lagrangian Multiplier

ในการหาประจเุชงิอะตอมน้ันสามารถทำได้โดยการปรับคา่พลังงานของโมเลกลุให้ตำ่ท ีส่ดุซึง่กค็อืการ
หาอนพัุนธข์องพลังงานเทยีบกับประจเุชงิอะตอมและ Lagrangian Multiplier ซึง่จะทำให้เราได้วา่

∂V

∂qK
= 0 = ξK + ηKqK +

N∑
L ̸=K

T
(0)
KLqL − µ (2.5.10)

และ

∂V

∂µ
= 0 (2.5.11)

= qmol −
N∑
I

qI (2.5.12)

โดยทีเ่ทอมสดุท้ายน้ันกค็อืเทอมบังคับ (Constraint Term) นัน่เอง ในการหาประจเุชงิอะตอมของอะตอม
แตล่ะตัวน้ันสามารถหาได้จากการสร้างเมทรกิซ์สำหรับการแก้สมการเชงิเส้นท้ังหมด N + 1 ซึง่สมการเชงิ
เส้นท้ังหมดนี้ น้ันม ีความพัวพันหรอื Coupled กันอย ู่และเราสามารถแก้ได้โดยใช้เทคนคิการประมาณเชงิ
ตัวเลขแบบมาตรฐานทัว่ไป


η1 T

(0)
12 . . . T

(0)
1N 1

T
(0)
21 η2 . . . T

(0)
2N 1

... ... . . . ... ...
T

(0)
N1 T

(0)
N2 . . . ηN 1

1 1 . . . 1 0




q1
q2
...
qN
µ

 =


ξ1
ξ2
...
ξN
qmol

 (2.5.13)

ซึง่ถ้าหากเราทำการย้ายเมทรกิซ์ด้านซ้ายสดุไปอย ูท่างด้านขวาของสมการ (กค็อื Inverse ของเมทรกิซ)์ เรา
จะได้เวกเตอรท์ ีป่ระกอบไปด้วยสมาชกิทีเ่ปน็คา่ประจเุชงิอะตอมของแตล่ะอะตอม ดังนี้
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q1
q2
...
qN
µ

 =


η1 T

(0)
12 . . . T

(0)
1N 1

T
(0)
21 η2 . . . T

(0)
2N 1

... ... . . . ... ...
T

(0)
N1 T

(0)
N2 . . . ηN 1

1 1 . . . 1 0



−1
ξ1
ξ2
...
ξN
qmol

 (2.5.14)

สรปุกค็อืในการคำนวณประจเุชงิอะตอมน้ัน เราจำเปน็ทีจ่ะต้องแก้สมการที่ (2.5.14) เพ ือ่ท ีจ่ะหาคา่ ξI
และ ηI ซึง่ท้ังสองคา่น ี้ น้ันขึ้นอย ูกั่บชนดิของอะตอม ซึง่วธิกีารหาคา่พารามเิตอร์ของท้ังสองคา่สำหรับแตล่ะ
อะตอมแตล่ะชนดิน้ันเรยีกวา่ Parameterization ซึง่สามารถทำได้หลายวธิด้ีวยกัน เชน่ ใช้ Delft Molecular
Mechanics (DMM) Force Field ซึง่ถกูพัฒนาขึ้นมาเพือ่ทำการปรับคา่พารามเิตอรข์องสารประกอบอนิทรยี์
หรอื Hydrocarbon โดยการใช้ข้อมลูจากผลการทดลอง

วธิ ี EEM มปีระโยชน์มากโดยเฉพาะการนำมาใช้ในทางเคมอีนิทรยี์เพ ือ่ใช้ในการบอกถงึโอกาสของการ
เกดิปฏกิริยิา Electrophilic และ Nucleophilic Attack ทีเ่กดิขึ้นในโมเลกลุเน ือ่งจากวา่ปฏกิริยิาเคมท้ัีงสอง
ประเภทนี้ขึ้นอย ูกั่บความแตกตา่งเชงิอเิลก็ทรอนกิสข์องคา่ศักยเ์ชงิไฟฟา้สถติยภ์ายในโมเลกลุ

ถ้าหากวา่อยากลองใช้ EEM เพือ่คำนวณประจเุชงิอะตอมสามารถใช้งานได้ทีเ่วบ็ไซต์ https://webche
m.ncbr.muni.cz/Platform/ChargeCalculator

ภาพ 2.4 ตัวอยา่งการแสดงผลประจเุชงิอะตอมของโมเลกลุ Paracetamol ซึง่คำนวณด้วยวธิ ี EEM

https://webchem.ncbr.muni.cz/Platform/ChargeCalculator
https://webchem.ncbr.muni.cz/Platform/ChargeCalculator
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Hydrogen Bonding

พันธะไฮโดรเจน (Hydrogen Bonding) น้ันเปน็หนึง่ในพันธะทีอ่ธบิายได้ยากมาก ๆ ในทางทฤษฎี ซึง่
ทำให้การสร้างโมเดลทีส่ามารถอธบิาย Hydrogen Bond น้ันมคีวามท้าทายไปด้วยโดยเฉพาะการทำให้ Force
Field น้ันนำไปใช้ได้กับระบบทีม่ ี Hydrogen Bond แบบทีเ่ข้มมาก ๆ

ตัวอยา่งอันหนึง่ของการโมเดล Hydrogen Bonding ใน Force Field น้ันกค็อื Force Field ทีช่ ือ่วา่
YETI21 ซึง่มกีารเพิม่เทอมพเิศษเข้าไป ดังนี้

VYETI =

(
A

R12
H···O

− C

R10
H···O

)
cos2 θ cos4 ω (2.5.15)

โดยที่ A กับ C น้ันเปน็พารามเิตอร์เฉพาะสำหรับโมเลกลุทีต้่องการศกึษา ซึง่ในทีน่ ี้ กค็อืโมเลกลุน้ำแบบคู่
(Water Dimer) นอกจากนี้ แล้วจะสังเกตได้วา่คา่พลังงานน้ันจะขึ้นอย ูกั่บมมุ θ กับมมุ ω อกีด้วย ซึง่อันนี้
เปน็ความต้ังใจของผ ู้พัฒนา Force Field ทีต้่องการให้โมเดลนี้สามารถอธบิาย Hydrogen Bond ทีข่ึ้นอย ูกั่บ
ทศิทาง (Orientation) ของโมเลกลุ

2.5.2 Induction Energy

พลังงานที่เก ีย่วข้องกับ Intermolecular Interaction อันที่สองก ็คอืพลังงานเหนีย่วนำ (Induction
Energy) ซึง่เปน็พลังงานทีเ่กดิขึ้นมาจากการโพลาไรซ์ของโมเลกลุ (Polarization) ซึง่ผ ู้อา่นอาจจะสงสัยวา่
แล้ว Polarization น้ันคอือะไรกันแน?่ คำตอบกค็อื Polarization น้ันเกดิขึ้นเม ือ่เราทำการใสส่นามไฟฟา้
(Electric Field) เข้าไปให้กับโมเลกลุซึง่เปน็การรบกวนโครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิสข์องโมเลกลุแบบหนึง่ เม ือ่
โมเลกลุน้ันถกูรบกวนด้วยสนามไฟฟา้ ส ิง่ท ีเ่กดิขึ้นคอืกล ุม่ก้อยของอเิลก็ตรอนซึง่มปีระจลุบรอบ ๆ นวิเคลยีส
ซึง่มปีระจบุวกภายในอะตอมน้ันมกีารเปลีย่นทศิทางไปในทศิตรงข้ามกับสนามไฟฟา้ และทำให้เกดิการแบง่
ของประจภุายในอะตอมซึง่ทำให้ด้านหนึง่ของอะตอมน้ันมคีวามเปน็บวกและอกีด้านหนึง่น้ันมคีวามเปน็ลบ
ทำให้โมเลกลุน้ันมคีวามเปน็ข้ัวทางไฟฟา้เกดิขึ้นมาและทำให้เกดิอันตรกริยิาทางไฟฟา้สถติย์กับโมเลกลุอ ืน่
รอบ ๆ ได้ ดังน้ันเราจงึเรยีกปรากฏการณแ์บบนี้วา่ Induction Interaction นัน่เอง ซึง่ในทางเคมเีชงิคำนวณ
น้ันเราจำเปน็ทีจ่ะต้องใสเ่ทอมของพลังงานเหนีย่วนำนี้ เข้าไปใน Force Field ด้วยเพือ่เพ ิม่ความแมน่ยำให้กับ
โมเดล

เราใช้ Polarizability (ααβ) ในการอธบิายความสามารถในการเกดิ Polarization ของโมเลกลุภาย
ใต้สนามไฟฟา้ (Eβ) โดยที่ (ααβ) น้ันเปน็การตอบสนองเชงิเส้น (Linear Response) ตอ่สนามไฟฟา้ ซึง่ม ี
นยิามดังตอ่ไปนี้

µind
α = ααβEβ (2.5.16)
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โดยที่ µind
α คอืไดโพลโมเมนต์ท ีถ่กูเหนีย่วนำ (Induced Dipole Moment) เราสามารถทำการ Generalize

สมการที่ (2.5.16) ให้อ้างองิกับการเกดิโพลาไรเซชัน่ของอะตอม (Atomic Polarizability) (αI,αβ) ซึง่จะ
ทำให้เรามสีมการของ Induced Dipole Moment สำหรับกรณปีกติ ดังน ี้

µind
I,α = αI,αβE

tot
I,β (2.5.17)

โดยที่ µind
I,α คอื Atomic Induced Dipole Moment และ E tot

I,β คอืผลรวมของสนามไฟฟา้ท้ังหมดทีก่ระทำ
ตอ่อะตอม I โดยสนามไฟฟา้ท้ังหมดน้ันกจ็ะมกีารรวมสนามไฟฟา้จากภายนอกทีเ่ราใสเ่ข้าไปและสนามไฟฟา้
ทีม่าจากประจเุชงิอะตอมรอบ ๆ โมเลกลุด้วย เปน็ต้น

สำหรับหน้าตาของพลังงานเหนีย่วนำที่เราจะนำเข้าไปใส ่ใน Force Field ของเรา น้ันจะมีการรวม
พลังงาน 3 อันเข้าไว้ด้วยกันคอื ไฟฟา้สถติย์ (Electrostatic Energy), พลังงานทีเ่กดิขึ้นจากตัวของอะตอม
เอง (Self-Energy), และพลังงานทีเ่กดิจากอันตรกริยิาระหวา่งไดโพล-ไดโพล (Dipole-Dipole Interaction
Energy) ซึง่พลังงานเหนีย่วนำ (Vind ) มสีมการดังตอ่ไปนี้22

Vind = −1

2

N∑
I,J ̸=I

µind
I,αT

(2)
IJ,αβµ

ind
J,β +

N∑
I

VI, self −
N∑
I

µind
I,αE

ext
I,α (2.5.18)

โดยที่ µind
I,α คอื Induced Dipole Moment ของอนภุาค I , T (2)

IJ,αβ คอืเทนเซอร์ท ีอ่ธบิายอันตรกริยิา (ขอ
อนญุาตไมล่งรายละเอยีดครับ), และ VI, self คอืพลังงานอนภุาคเอง (Self-Energy) ซึง่มสีมการดังนี้

VI, self =
1

2
(αI,αβ)

−1 µind
I,αµ

ind
I,β (2.5.19)

ระบบโมเลกลุทีถ่กูโพลาไรซน้ั์นจะมกีารเปลีย่นแปลงของพลังงานเหนีย่วทีล่ดลงซึง่กค็อืการ Minimiza-
tion นัน่เอง ดังน้ันเราจงึกำหนดเง ือ่นไขขึ้นมาได้ดังนี้

∂Vind
∂µind

K,γ

= 0 = −

(
N∑

J ̸=K

T
(2)
KJ,γβµ

ind
J,β

)
+ (αK,βγ)

−1 µind
K,β − Eext

K,γ (2.5.20)

ซึง่ม ีความหมายกค็อืโมเลกลุน้ันจะไมม่ ีการเปลีย่นแปลงของพลังงานเหนีย่วนำเม ือ่เทยีบกับไดโพลโมเมนต์
เหนีย่วนำเม ือ่มกีารเกดิ Polarization ซึง่จะทำให้เราได้วา่

µind
K,β = αK,βγ

(
Eext
K,γ +

N∑
J ̸=K

T
(2)
KJ,γβµ

ind
J,β

)
(2.5.21)
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ไดโพลโมเมนต์เหนีย่วนำเชงิอะตอม (Atomic Induced Dipole Moment) น้ันสามารถหาได้จากการ
Coupling กันของสมการท้ังหมด 3N สมการหรอืทีเ่รยีกวา่ (Coupled Equations) ถ้าหากวา่เรารวมผล
ของ Polarizability เข้าไปใน Force Field เราจะได้วา่การคำนวณไดโพลโมเมนต์เหนีย่วนำน้ันจะใช้เวลาใน
การคำนวณนานมาก ๆ เมือ่เทยีบกับเทอมอืน่ของพลังงานเหนีย่วนำ เพราะวา่ไดโพลโมเมนตเ์หนีย่วนำน้ันเปน็
เทอมของปญัหาแบบ Many-Body หรอืปญัหาทีข่ึ้นกับจำนวนของอนภุาคทกุอนภุาคในระบบ

นอกจากนี้เรายังสามารถทำสมการที่ (2.5.20) ให้มหีน้าตาทีง่า่ยขึ้นได้โดยการใช้สมการที่ (2.5.21) ดังนี้

Vind = −1

2

N∑
I,J ̸=I

µind
I,αT

(2)
IJ,αβµ

ind
J,β +

1

2

N∑
I

µind
I,α

(
Eext
I,α +

N∑
J ̸=I

T
(2)
IJ,αβµ

ind
J,β

)
−

N∑
I

µind
I,αE

ext
I,α

= −1

2

N∑
I

µind
I,αE

ext
I,α

(2.5.22)

ซึง่จะเหน็วา่เทอม Self-Energy น้ันจะทำให้เทอมอันตรกริยิา Induced Dipole-Induced Dipole กับเทอม
Indiced Dipole และเทอมสนามไฟฟา้น้ันหายไปครึง่หนหนึง่ แล้วถ้าหากวา่เราทำใสแ่ทนสมการที่ (2.5.21)
เข้าไป เราจะได้สมการทีส่ามารถนำไปใช้ในการคำนวณพลังงานเหนีย่วนำสำหรับ Force Field ดังนี้

Vind = −1

2

N∑
I

αI,αβ

(
Eext
I,β +

N∑
J ̸=I

T
(2)
IJ,βγµ

ind
J,γ

)
Eext
I,α (2.5.23)

2.5.3 Dispersion และ Short-Range Repulsion

ในหัวข้อนี้เราจะมาศกึษาอันตรกริยิาระหวา่งโมเลกลุอกีแบบหนึง่ซึง่ไมแ่ตกตา่งจากอันตรกริยิา 2 หัวข้อ
กอ่นหน้านี้ ท ีเ่พ ิง่ได้ศกึษาไป ยกตัวอยา่งเชน่ ถ้าเราสนใจโมเลกลุอารก์อนทีม่สีถานะเปน็ของเหลว (Liquid
Argon) และไมม่กีารใสส่นามไฟฟา้ภายนอกเข้าไปให้กับระบบโมเลกลุอันนี้ ส ิง่ท ีเ่กดิขึ้นคอืจะไมม่อัีนตรกริยิา
Electronic และ Polarization เกดิขึ้นมา แตว่า่เรายังมพีลังงานระหวา่งโมเลกลุอย ูอ่กี ซึง่กค็อืพลังงานการ
แพรก่ระจาย (Dispersion Energy) และพลังงานทีเ่กดิจากแรงผลักแบบพสัิยใกล้ (Short-Range Repulsion
Energy) ถ้าพร้อมแล้วกล็ยุกันเลยครับ

Dispersion Energy

พลังงานการแพรก่ระจาย (Dispersion Energy) เกดิจากอันตรกริยิาทีม่าจากการ Correlation กันของ
การเคลือ่นทีข่องอเิลก็ตรอนในโมเลกลุ โดยเรามสีมการทีช่ ือ่วา่ London Equation ทีถ่กูพัฒนาขึ้นมาเพือ่ใช้
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ในการคำนวณ Dispersion Energy โดยพสิจูน์มาจากทฤษฎี Second-Order Perturbation Theory1 ซึง่
London Energy มสีมการดังตอ่ไปนี้23,24,25

Vdisp = −C6

R6
(2.5.24)

โดยที่ C6 คอืพารามเิตอร์ท ีม่คีา่เปน็บวกเสมอซึง่สมเหตสุมผลกับการที่ Dispersion น้ันจะต้องมคีา่เปน็ลบ
เสมอ (เปน็แรงดงึดดู) นอกจากนี้ จะเหน็ได้วา่พลังงาน Dispersion น้ันจะแปรผกผันกับ R−6 ตคีวามงา่ย
ๆ กค็อื Dispersion น้ันเปน็อันตรกริยิาหรอืแรงทีอ่อ่นมาก ๆ ยิง่อะตอมหรอืโมเลกลุอย ูห่า่งกันมากเทา่ไหร ่
คา่ Dispersion Force น้ันกจ็ะลดลงเยอะมาก และจรงิ ๆ แล้วเทอมทีแ่สดงในสมการที่ (2.5.24) น้ันเปน็
เพยีงแคเ่ทอม ๆ หนึง่จากอนกุรมผลรวมของ Range-Separated Interaction ซึง่เราสามารถเขยีนพลังงาน
Dispersion ให้มคีวามสมบรูณ์มากขึ้นได้โดยการรวมเทอมอันดับสงู ๆ จาก Perturbation Expansion ได้
ดังนี้

Vdisp = −C6

R6
− −C8

R8
− −C10

R10
+ . . . (2.5.25)

อนกุรมด้านบนนี้จรงิ ๆ แล้วกค็อื Taylor Expansion ของ 1
R

ซึง่ปกตแิล้วเรามักจะทำการตัดอนกุรมด้านบน
ให้เหลอืแคเ่ทอม R−6 เทา่น้ันเพือ่ความงา่ยตอ่การคำนวณเพราะวา่เทอมสงู ๆ น้ันมคีา่น้อยมากนัน่เอง

Repulsion Energy

พลังงานการผลักน้ันมาจากหลักการการกดีกันของเพาลี (Pauli Exclusion Principle) ซึง่มใีจความ
วา่อเิลก็ตรอนน้ันไมส่ามารถมสีถานะทางควอนตัมทีเ่หมอืนกันพร้อม ๆ กันได้ ตัวอยา่งเชน่ ถ้าหากวา่เรามี
อะตอมของอารก์อน 2 อะตอมอยูใ่กล้ ๆ กัน (เปน็ระบบ Closed Shell) อารก์อนท้ัง 2 อะตอมนี้ จะผลัก
กันและสอดคล้องกับการทีท่ำให้ Pauli Exclusion Principle น้ันยังเปน็จรงิอย ู่ โดยพลังงานทีเ่กดิขึ้นจาก
การผลักกันระหวา่งอะตอมน้ันมักจะถกูพจิารณาหรอืศกึษาโดยการแบง่ออกเปน็ 2 กรณี กค็อืแรงผลักทีเ่กดิ
ขึ้นในพสัิยใกล้ (Short-Range) และแรงผลักทีเ่กดิขึ้นในพสัิยไกล (Long-Range) โดยเราสามารถคำนวณหา
Repulsion Energy ได้จากการใช้อันตรกริยิาระหวา่งโมเลกลุท้ัง 3 อันกอ่นหน้านี้ท ีเ่ราเพิง่ได้ศกึษาไปกค็อื
Electrostatic, Induction และ Dispersion Forces มาใช้ในการสร้าง Approximation สำหรับ Repulsion
Energy ซึง่มสีมการดังนี้

VRepulsion = VInteraction − VElectrostatic − VInductionVDispersion (2.5.26)
1London Dispersion มชี ือ่เรยีกเตม็ ๆ วา่ London Dispersion Force และยังมชี ือ่เรยีกอืน่อกี เชน่ London Forces,

Instantaneous Dipole-Induced Dipole Forces, Fluctuating Induced Dipole Bonds หรอือาจจะเรยีกวา่ van der Waals
(vdW) Force กไ็ด้เพราะวา่ London Force น้ันจัดวา่เปน็ vdW แบบหนึง่ (ซึง่จรงิ ๆ แล้วกไ็มถ่กูซะทเีดยีว)
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จะเหน็ได้วา่สมการด้านบนน้ันมกีารรวมความคลาดเคลือ่นของอันตรกริยิาแบบ Short-Range และ Long-
Range เข้าไปด้วยในรปูของเทอมพลังงานแตล่ะอันทีอั่นดับสงู ๆ เชน่ Dispersion Energy ดังน้ันพลังงานการ
ผลักหรอื Repulsion Energy (VRepulsion) น้ันจงึสามารถถกูปรับพารามเิตอร์ (Parameterization) ได้จาก
การพลังงานอันตรกริยิา (Interaction Energy) ของระบบทีม่หีลายโมเลกลุ (เชน่ Dimer หรอื Cluster) ด้วย
วธิกีารเคมคีวอนตัมแล้วกท็ำการนำคา่พลังงานของเทอมอืน่ ๆ มาหักลบออกไป

Lennard-Jones Potential

โมเดลอกีอันหนึง่ท ีถ่กูพัฒนาขึ้นมาเพือ่ใช้ในการอธบิาย Attraction-Repulsion Interaction ระหวา่ง
อะตอมหรอืโมเลกลุกค็อืโมเดลพลังงานศักย์ของเลนนารด์-โจนส์ (Lennard-Jones หรอื LJ) ซึง่มแีนวคดิเร ิม่
ต้นมาจากการรวมเทอม Repulsion Energy ทีพ่สัิยใกล้กับเทอมแรงดงึดดู London Dispersion Energy ที่
พสัิยไกลเข้าไว้ด้วยกัน ดังสมการตอ่ไปนี้

VLJ = 4ϵ

(( σ
R

)12
−
( σ
R

)6)
=

a

R12
− C6

R6
(2.5.27)

จะเหน็วา่เรามเีทอม R−12 อยูใ่นสมการ ซึง่เทอมนี้ เปน็เทอมทีอ่ธบิาย Repulsion ซึง่มเีลขยกกำลังเปน็สอง
เทา่ของเลขยกกำลังของ R−6 ซึง่มาจากการที่ Lennard-Jones น้ันแก้สมการมาจากระบบของ Statistical
Mechanical Model

สำหรับ Force Field ทีใ่ช้ กับระบบทีม่ ีมากกวา่ 1 โมเลกลุน้ันเราสามารถคำนวณ Lennard-Jones
Potential ท้ังหมดได้โดยการใช้ Pair-Wise Additive ดังนี้

NA∑
I=1

NB∑
J=1

VLJ = 4ϵIJ

((
σIJ
RIJ

)12

−
(
σIJ
RIJ

)6
)

(2.5.28)

โดยที่NA และ NB คอืจำนวนอะตอมของโมเลกลุ A กับโมเลกลุ B สว่นพารามเิตอร์ ϵIJ กับ σIJ น้ันเปน็
พารามเิตอร์ท ีข่ึ้นกับอันตรกริยิาระหวา่งอะตอม I กับอะตอม J ซึง่จะมพีารามเิตอร์เยอะมาก ๆ ถ้าหากวา่
โมเลกลุน้ันมขีนาดใหญ่ ซึง่วธิที ีเ่ราสามารถใช้ในการลดจำนวนพารามเิตอรท้ั์ง 2 ตัวนี้ได้กค็อืการใช้กฎการผสม
ของ Lorentz-Berthlot ดังนี้

σIJ =
1

2
(σII + σJJ) (2.5.29)

และ

ϵIJ =
√
ϵIIϵJJ (2.5.30)
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2.6 สมการของการเคลือ่นที่

หัวใจสำคัญของ MD Simulations น้ันกค็อือันตรกริยิาระหวา่งโมเลกลุนัน่กค็อื “แรง (Force)” โดยมี
สมการสำคัญ 2 สมการทีถ่อืได้วา่เปน็สมการหลักของ MD เลยกว็า่ได้ ดังนี้

mir̈i = fi (2.6.1)

fi = −∇iV (r) (2.6.2)

สมการด้านบนนี้ คอืสมการการเคลือ่นทีข่องนวิตัน (Newtonian Equation of Motion) สำหรับอะตอม i
โดยทีเ่ปา้หมายของเราน้ันกค็อืการคำนวณแรง f ทีก่ระทำตอ่อะตอมซึง่สามารถคำนวณได้จากพลังงานศักย์
V (r) นัน่เอง สว่นเวกเตอร์ r น้ันก ็คอืพกัิดคาร์ท ีเซยีนของตำแหนง่ของอะตอม (นวิเคลยีส) ท้ังหมดทกุ
อะตอมในโมเลกลุซึง่เปน็พกัิดแบบ 3 มติ ิ

r = (r1,x, r1,y, r1,z︸ ︷︷ ︸
อะตอมตัวที่ 1

, . . . , rN,x, rN,y, rN,z︸ ︷︷ ︸
อะตอมตัวที่N

) (2.6.3)

โดยในการจำลอง MD น้ันจะเปน็การแก้สมการที่ (2.6.1) และ (2.6.2) พร้อม ๆ กันไปเปน็สเตป็ ๆ ตลอด
ชว่งระยะเวลาทีท่ำการจำลอง โดยระยะหา่งระหวา่งสเตป็น้ันเรยีกวา่ Time Step (∆t)

2.7 ข้อจำกัดของ MD

วธิ ี MD น้ันกเ็หมอืนกับวธิกีารจำลองทางคอมพวิเตอรอ์ ืน่ ๆ ทีม่ข้ีอจำกัดท้ังในเชงิตัวโมเดลของวธิเีองกับ
ในเชงิทรัพยากรทีใ่ช้ในการคำนวณ โดยข้อจำกัดของ MD สามารถแบง่ออกได้เปน็ 4 ข้อหลัก ๆ ดังนี้

1. Time Scale สเกลเวลาหรอื Time Scale คอืสเกลทีบ่อกถงึระดับของชว่งเวลาทีใ่ช้ในการอธบิาย
ปรากฎการณ์หรอืพฤตกิรรมของโมเลกลุหรอืระบบทีเ่ราต้องการศกึษา เชน่ การสัน่ของพันธะโมเลกลุน้ันจะ
มี Time Scale ในระดับ Femtosecond ดังน้ัน Time Scale ทีเ่หมาะสมสำหรับการกำหนด Time Step
นัน่จงึอย ูท่ ีป่ระมาณ 1 fs เพราะวา่ถ้าหากเรากำหนด Time Step ทีก่ว้างหรอืช้ากวา่น ี้ เชน่ 10 fs เรากจ็ะไม ่
สามารถตดิตามการสัน่ของโมเลกลุได้เพราะวา่ชว่งระยะเวลาทีใ่ช้ในการขยับหรอืเปลีย่นตำแหนง่ของโครสร้าง
ของโมเลกลุน้ันมากกวา่การสัน่ของโมเลกลุหลายเทา่
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สำหรับการจำลองเหตกุารณ์หรอื Event ในการจำลอง MD น้ันเราควรจะต้องทราบถงึระยะเวลาทีเ่รว็
ท ีส่ดุท ีเ่หตกุารณน้ั์นสามารถเกดิขึ้นได้กอ่น เชน่ การพับของโปรตนี (Protein Folding) น้ันจะใช้เวลาประมาณ
1 วนิาที ดังน้ันถ้าหากเรากำนดให้ Time Step = 1 fs เราจะต้องทำการจำลอง MD ประมาณ 1015 สเตป็
ถงึจะสามารถจำลองการพับของโปรตนีได้ อยา่งไรกต็ามในความเปน็จรงิน้ันปรากฎการณ์ตา่ง ๆ ของโมเลกลุ
ทีเ่กดิขึ้นน้ันมักจะเกดิขึ้นในชว่งเวลาระดับ Microsecond (µs)

2. Length Scale สเกลขนาดหรอื Length Scale คอืสเกลทีบ่ง่บอกถงึขนาดของระบบทีถ่กูจำลอง
ซึง่ Length Scale นี้ จะแบง่ตามขนาดของระบบทีใ่ช้ในการศกึษา ถ้าหากเราต้องการทีจ่ะศกึษาคณุสมบัติ
ของระบบทีม่ขีนาดใหญ่ Length Scale กจ็ะต้องสอดคล้องกับระบบด้วย เชน่ การจำลองโครงขา่ยพอลเิมอร์
(Polymer) เพือ่ให้มคีวามเหมาะสมและมขีนาดใหญข่องระบบทีใ่หญม่ากพอทีจ่ะเปน็ตัวแทนของระบบพอลิ
เมอรใ์นธรรมชาตจิรงิ ๆ

3. ความแมน่ยำของแรงทีค่ำนวณได้ หัวใจสำคัญของ MD น้ันกค็อืการคำนวณแรงทีเ่ปน็อันตร
กริยิาระหวา่งอะตอมในโมเลกลุ ถ้าหากเราใช้วธิกีารคำนวณแรงทีม่คีวามแมน่ยำสงูกจ็ะทำให้เราได้แรงทีม่ ี
ความถกูต้องมาก แตว่ธิกีารทีม่คีวามแมน่ยำสงูน้ันมักจะต้องแลกมาด้วยการคำนวณทีส่ ิ้นเปลอืง ดังน้ันเรามัก
จะทำการ Trade-off หรอืชัง่น้ำหนักระหวา่งการเลอืกวธิใีนการคำนวณแรงและความสิ้นเปลอืงของวธิน้ัีน ๆ
เพราะอยา่ลมืวา่เราต้องคำนวณแรงทกุ ๆ สเตป็ของการจำลอง MD

2.8 ข้ันตอนการจำลอง MD

การจำลอง MD น้ันโดยปกตแิล้วประกอบไปด้วยข้ันตอนดังตอ่ไปนี้

2.8.1 เลอืกโมเดล

การเลอืกโมเดลแบบจำลองเชงิอะตอม (Atomistic Simulation Model) เพ ือ่มาจำลองระบบโมเลกลุ
ของเราน้ันเปน็ส ิง่ท ีส่ำคัญมากทีส่ดุ เพราะนัน่หมายถงึการเลอืกประเภทของการจำลองทีจ่ะต้องสอดคล้องกับ
ขนาดของระบบของเราและสิง่ท ีเ่ราต้องการจำลอง ซึง่ปรากฏการณ์ตา่ง ๆ ทางเคมหีรอืทางฟสิกิส์ท ีเ่ราต้อ่ง
การจำลองน้ันมชีว่งเวลาหรอื Time Scale ทีเ่กดิขึ้นแตกตา่งกันไป ถ้าหากวา่เรามรีะบบโมเลกลุทีม่ขีนาดใหญ่
มาก ๆ และต้องการรัน Simulation เปน็ระยะเวลานานเพือ่ศกึษาปรากฏการณ์ท ีใ่ช้ระยะเวลานานในการที่
จะจำลองขึ้นมา (หรอืเราอาจจะรัน Simulation ไปเร ือ่น ๆ จนกวา่จะเจอสิง่ท ีเ่ราต้องการ) วธิที ีเ่ราใช้ในการ
จำลองน้ันกค็วรทีจ่ะไมส่ ิ้นเปลอืงมากเกนิไป ในทางตรงกันข้าม ถ้าหากวา่เราต้องการศกึษากระบวนการการ
เปลีย่นแปลงทางเคมที ีเ่กดิขึ้นในชว่งระยะเวลาส้ัน ๆ และเกดิขึ้นได้เรว็ (ม ี Time Scale ทีอ่ย ูใ่นชว่งน้อย ๆ)
เรากส็ามารถทีจ่ะใช้วธิกีารจำลองทีม่คีวามอลังการได้ ซึง่กจ็ะให้ผลการคำนวณทีถ่กูต้องและแมน่ยำกวา่วธิ ี
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การจำลองทีห่ยาบกวา่

ประเภทของวธิหีรอืโมเดลแบบจำลอง Atomistic Simulations ทีส่ำคัญ ๆ น้ันแบง่ได้ดังนี้

Molecular Dynamics (MD)

• เปน็การจำลองการเคลือ่นทีข่องระบบอะตอมหรอืโมเลกลุ

Monte Carlo (MC)

• MC คอืการจำลองคอมพวิเตอรแ์บบไหนกไ็ด้ท ีม่กีารใช้เลขส ุม่ (Random Number)

• แม้แตก่ารคำนวณ MD สว่นใหญน้ั่นกใ็ช้ Random Number แตว่า่กยั็งไมถ่อืวา่เปน็วธิ ี MC ซะทเีดยีว
• ตัวอยา่งของการจำลองแบบ MC เชน่

1. Metropolis MC (MMC): เปน็การจำลอง Thermodynamic Ensemble, Energy Minimiza-
tion โดยการใช้ Simulated Annealing

2. Kinetic MC (KMC): เปน็การจำลอง Activated Processes เชน่ กระบวนการ Diffusion

2.8.2 เตรยีมโครงสร้างเร ิม่ต้น

เราสามารถเตรยีมระบบที่เราต้องการจำลองเพือ่ศกึษาคณุสมบัติตา่ง ๆ ของระบบน้ันได้โดยการใช้
โปรแกรม Molecular Editors ทีส่ามารถให้เราแก้ไข จัดการ ปรับเปลีย่น อะตอมหรอืโมเลกลุของระบบของ
เราได้ เราสามารถใช้โปรแกรม VMD1 ในการแสดงระบบโมเลกลุของเราซึง่ประเภทของไฟลข้์อมลู Cartesian
Coordinates ของระบบของเราน้ัน (ไฟล์ xyz) กไ็ด้รับความนยิมมากทีส่ดุเพราะวา่มคีวามกระชับและสามารถ
นำไฟลไ์ปเปดิด้วยโปรแกรมอืน่ ๆ ได้ด้วย และสะดวกตอ่การแก้ไขและจัดการ

สิง่ท ีส่ำคัญมากอกีอยา่งหนึง่ในการจำลอง MD น้ันกค็อื Periodic Boundary Condition (PBC) ซึง่
เปน็ตัวทีช่ว่ยเพิม่ความเปน็กล ุม่ก้อน (Bulk) ให้กับระบบของเรามากขึ้น โดยเฉพาะระบบทีเ่ปน็ Solvent หรอื
Crystal ซึง่การใช้ PBC น้ันจะเปน็การรักษาและทำให้คณุสมบัตเิชงิความร้อน (Thermodynamic Proper-
ties) เชน่ อณุหภมู,ิ ความดัน, ความหนาแนน่ น้ันมคีา่ท ีถ่กูต้องและสมเหตสุมผลตลอดการจำลอง

ภาพที่ 2.5 แสดง Periodic Box ของ Unit Cell ในการจำลอง MD โดยสิง่ท ี่ PBC น้ันกค็อืการจำลอง
Unit Cell ขึ้นมาหลาย ๆ อันแล้วไปวางรอบ ๆ Unit Cell ท ีเ่ปน็ Reference ในทกุทศิทางท้ัง x, y, และ z
(ในกรณี 3 มติ)ิ ถ้าหากวา่อะตอมหรอืโมเลกลุใน Unit Cell ท ีเ่ปน็ Reference ขยับออกไปจาก Cell ทาง
ด้านหนึง่ กจ็ะไปโผลใ่น Unit Cell อันทีอ่ย ูต่ดิกันในอกีทางด้านหนึง่ พดูงา่ย ๆ คอื PBC น้ันชว่ยลด Artifact
ระหวา่งพื้นผวิของ Unit Cell แตล่ะอันทีเ่กดิขึ้นจากอันตรกริยิาของระบบโดดเดีย่ว (Isolated System) กับ
สญุญากาศนัน่เอง

1VMD เปน็โปรแกรมที่สามารถดาวนโ์หลดมาใช้งานได้ฟรี สามารถแสดงผล (Display), เลน่ภาพเคลือ่นไหว (Animate),
วเิคราะห์โครงสร้างของโมเลกลุขนาดใหญไ่ด้, และยังสามารถ Render ภาพได้ด้วย ดาวนโ์หลดได้ที่ https://www.ks.uiuc.edu/
Research/vmd/

https://www.ks.uiuc.edu/Research/vmd/
https://www.ks.uiuc.edu/Research/vmd/
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ภาพ 2.5 Periodic Boundary Condition (PBC)

2.8.3 สรปุ Key Steps และแนวคดิของการจำลอง MD

1. การเตรยีมระบบทีต้่องการจำลอง
• เร ิม่ต้นด้วยการหา Cartesian Coordinates ของโครงสร้างโมเลกลุทางเคมที ีต้่องการศกึษา

2. รันการจำลอง Energy Minimization เพือ่ทำการ Relax โครงสร้างของโมเลกลุ
3. รันการจำลอง Equilibration ด้วยวธิ ี NVT และ/หรอื NPT

• ใช้ NVT Ensemble เพือ่ควบคมุอณุหภมู ิ

• ตามด้วยการใช้ NPT Ensemble เพือ่ควบคมุท้ังอณุหภมูแิละความดัน
4. รันการจำลอง MD
5. ศกึษา ทดสอบและประเมนิการคำนวณโดยพจิารณาจากพารามเิตอรต์อ่ไปนี้

• Ensemble Settings (NVT และ NPT)
• อณุหภทูแิละความดัน
• Integrator
• Cutoff Distance
• Constraints และElectrostatic Treatments

6. แสดงผลและวเิคราะหผ์ล
• ใช้โปรแกรม เชน่ VMD สำหรับการแสดงโครงสร้างของโมเลกลุ (Trajectory) และตรวจสอบวา่

เราได้ผลการคำนวณทีเ่หมาะสม
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2.9 การวเิคราะหผ์ลการจำลอง MD

ตัวอยา่งโปรแกรมสำหรับการวเิคราะหเ์ชงิโครงสร้าง (Structural Analysis) ซึง่ผ ู้อา่นสามารถดาวนโ์หลด
มาทดลองใช้ได้ฟร ี ซึง่จรงิ ๆ โปรแกรมเหลา่นี้กถ็กูนำมาใช้จรงิในการทำงานวจัิยทางเคมเีชงิคำนวณ

• Visualization Tools:
VMD (Visual Molecular Dynamics): VMD สามารถแสดงผลและวเิคราะหข้์อมลูเชงิโครงสร้างของโมเลกลุ
ได้ และยังชว่ยในเร ือ่งของการทำ Identification สำหรับปรับแก้ไขโครงสร้างบางสว่นของโมเลกลุ

• Molecular Editing Software:
PyMOL: PyMOL มาพร้อมกับเคร ือ่งท ี่หลากหลายที่ชว่ยให้ เราแก้ไขและจัดการโมเลกลุ ได้ โดยผ ู้ ใช้ งาน
สามารถเลอืก ลบ แก้ไข โครงสร้างบางสว่นได้

• Topological Analysis:
GROMACS Utilities: นอกจาก GROMACS จะเปน็โปรแกรมทีส่ามารถรันการจำลอง MD ได้อยา่งมปีระสทิธภิาพ
มาก ๆ โปรแกรมหนึง่แล้ว GROMACS ยังมาพร้อมกับฟเีจอร์ท ีเ่ยอะมาก ๆ อกีด้วยโดยเฉพาะสำหรับการทำ
Topology Analysis

• Graphical User Interface (GUI) Tools:
UCSF Chimera: Chimera เปน็โปรแกรมสำหรับการแสดงโมเลกลุอกีโปรแกรมหนึง่ท ีผ่มชอบสว่นตัว ยังม ี
เคร ือ่งคอืทีส่ามารถใช้ในการวเิคราะหโ์มเลกลุ (Analysis Tool) ทีใ่ช้งานได้งา่ย

• Scripting Languages:
Python and BioPython: เปน็โปรแกรมทีผ่ ู้ใช้งานสามารถใช้ Scripting Languages ในการควบคมุโปรแกรม
เพือ่ทำตามคำสัง่ท ี่ต้องการ นอกจากนี้ แล้ว BioPython ยังมีโมดลูสำหรับการจัดวางและแก้ไขโครงสร้าง
โมเลกลุอกีด้วย

• Force Field Preparation Tools:
CHARMM-GUI, AMBERTools: เปน็เคร ือ่งมอืสำหรับการเตรยีมระบบโมเลกลุเพือ่เอาไปจำลองด้วยวธิ ี MD
ตอ่ไป

• Hydrogen Bond Analysis Tools:
HBondAnalyzer (เปน็หนึง่ในโปรแกรมของ GROMACS): ชว่ยให้เราวเิคราะหพั์นธะไฮโดรเจนได้ซึง่ทำให้เรา
เข้าใจอันตรกริยิาระหวา่งโมเลกลุ

2.10 ศกึษาเพิม่เตมิเก ีย่วกับงานวจัิยทางด้าน MD

• M. P. Allen, D. Tildesley: Computer Simulation of Liquids (Oxford University Press,
Oxford, 1989)

– หนังสอืทีเ่ขยีนได้ดมีาก หลายคนอา่นเลม่นี้และเรยีกได้วา่เปน็สดุยอดหนังสอืของ Molecular
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Simulation เลย
– ฝนหนังสอืมอีธบิายกลศาสตรเ์ชงิสถติ ิ (Statistical Mechanics) ด้วย

• D. Frenkel, B. Smit: Understanding Molecular Simulation: From Algorithms to Applica-
tions, 2nd Edition (Academic Press, 2001)

– หนังสอืทีอ่ธบิายกลศาสตรเ์ชงิสถติทิ ีม่กีารประยกุตส์ำหรับการศกึษาระบบโมเลกลุ
• R. Phillips: Crystals, Defects and Microstructure: Modeling Across Scales (Cambridge

University Press, 2001)
– เปน็หนังสอืที่รวบรวมวธิ ีเชงิคำนวณสำหรับการทำวจัิยทางด้านการจำลองคอมพวิเตอร์ของ

วัสด ุ
• A. R. Leach: Molecular Modelling: Principles and Applications, 2nd Edition (Prentice

Hall, 2001)
– หนังสอืทีอ่ธบิายวธิกีารจำลองคอมพวิเตอร์ของระบบโมเลกลุได้ดมีาก ๆ ทำความเข้าใจได้งา่ย

นอกจากนี้ยังมพีดูถงึ Interaction Model ด้วย ท้ังแบบ Classical และแบบ Quantum

– ในหนังสอืเน้นไปที่ Molecular Mechanics และ Force Field

2.11 แบบฝกึหัด

1. พสิจูนส์มการการเคลือ่นที่ (Equation of Motion) ของ Molecular Dynamics

2. เขยีนโปรแกรม Molecular Dynamics ทีส่ามารถจำลองการเคลือ่นทีข่องระบบโมเลกลุน้ำ (Water
Cluster) แบบ 2 มติ ิ โดยจะใช้ Interaction Potentail โมเดลไหนกไ็ด้
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3.1 ทำไมต้อง Ab Initio Molecular Dynamics

เทคนคิการจำลองแบบ Molecular Dynamics (MD) แบบด้ังเดมิหรอื Classical MD น้ันจะใช้ Poten-
tial ท ีไ่ด้มาจากการใช้ข้อมลูเชงิการทดลอง (Empirical Data) หรอืจากการคำนวณ Electronic Structure
และหัวใจสำคัญของ MD น้ันกค็อืสมการทีใ่ช้ในการอธบิายอันตรกริยิาระหวา่งอะตอม (Interatomic Inter-
actions) โดยอันตรกริยิาทีเ่กดิขึ้นท้ังหมดน้ันเราสามารถแบง่ออกได้เปน็หลาย ๆ สว่น คอื

• Two-Body Contribution
• Three-Body Contribution
• Many-Body Contribution
• Long-Range Interaction
• Short-Range Interaction
• เทอมอืน่ ๆ

จดุเร ิม่ต้นของเทคนคิการจำลองทางเคมคีอมพวิเตอรแ์บบใหมท่ ีเ่กดิขึ้นมาจากการนำวธิ ี MD และ Elec-
tronic Structure มารวมกันน้ันเรยีกวา่ ab initio Molecular Dynamics (AIMD) ซึง่อาจจะมชี ือ่เรยีกอืน่ ๆ
ทีเ่ราอาจจะคุ้นเคยกันมาบ้าง เชน่

• Car-Parrinello Molecular Dynamics
• Hellmann-Feynman Molecular Dynamics
• First Principles Molecular Dynamics
• Quantum Chemical Molecular Dynamics

96



บทที่ 3. พลวัตเชงิโมเลกลุแบบแอบ อนิชิโิอ 97

• On-The-Fly Molecular Dynamics
• Direct Molecular Dynamics
• Potential-Free Molecular Dynamics
• Quantum Molecular Dynamics

แตไ่อเดยีพื้นฐานทีเ่ปน็หัวใจสำคัญของวธิกีารคำนวณแบบ AIMD ทกุวธิน้ัีนกค็อืการคำนวณแรง (Force)
ทีก่ระทำระหวา่งอะตอมโดยการใช้วธิ ี Electronic Structure ในแตล่ะ Step ของการคำนวณ MD

การประยกุต์ใช้วธิ ี AIMD น้ันกว้างขวางมาก ๆ โดยเฉพาะในด้านวัสดศุาสตร์และเคมี จะเหน็ได้จาก
จำนวนงานบทความงานวจัิยเก ีย่วกับ AIMD ทีไ่ด้รับการตพีมิพ์เพ ิม่มากขึ้นเร ือ่ย ๆ ทกุป ี ซึง่จดุเร ิม่ต้นน้ันก ็
มาจากเปเปอร์ของ Car และ Parrinello ทีต่พีมิพ์ในป ี 1985 นัน่คอื “Unified Approach for Molecular
Dynamics and Density-Functional Theory” ทีท่ำให้งานวจัิยทางด้านนี้ น้ันได้รับความสนใจ

อยา่งไรกต็าม ถงึแม้วา่วธิ ี AIMD น้ันจะทำให้การคำนวณ MD น้ันมคีวามแมน่ยำเพิม่มากขึ้น แตว่า่ราคา
ทีนั่กคำนวณจะต้องจา่ยกค็อืความสิ้นเปลอืงในการคำนวณ (Computational Cost) ในการนำ MD ไปผสม
รวมกับวธิ ี ab initio นัน่กค็อืความสัมพันธ์ระหวา่ง Length และ Relaxation Time ทีเ่ราสามารถรันการ
คำนวณด้วยแบบจำลอง AIMD น้ันส้ันมาก ๆ เมือ่เทยีบกับวธิ ี MD ทัว่ไป (สำหรับระบบโมเลกลุเดยีวกัน) ถงึ
แม้วา่ข้อเสยีของวธิ ี AIMD น้ันคอืใช้เวลาในการคำนวณทีน่านกวา่ MD เยอะมาก ๆ แตว่า่เรากอ็ยา่ลมืไป
วา่วธิ ี AIMD น้ันมข้ีอดอีกีหลายข้อเลยทีเ่ราจะไมพ่ดูถงึกไ็มไ่ด้ ข้อดอียา่งแรกกค็อืวธิ ี AIMD สามารถให้ผล
การคำนวณทีส่อดคล้องกับ Physical Picture จรงิ ๆ ของระบบทีเ่ราจำลอง ข้อดอีกีอยา่งกค็อืวธิ ี AIMD น้ัน
สามารถชว่ยให้เราสามารถจำลองปรากฏการณ์ของระบบโมเลกลุทีไ่มส่ามารถเกดิขึ้นได้ในการจำลองด้วยวธิ ี
MD

จรงิ ๆ แล้วกอ่นทีจ่ะมกีารพัฒนาวธิ ี AIMD ขึ้นมาน้ัน ในอดตีกม็วีธิที ีค่ล้าย ๆ กันเรยีกวา่ “Classical
Trajectory Calculation” ซึง่มจีดุเร ิม่ต้นคอืคำนวณระบบ Gas Phase ด้วยวธิ ี MD เพือ่ศกึษา “Global”
Potential Energy Surface (PES) หรอืพื้นผวิพลังงานศักย์ แล้วกต็ามด้วยการคำนวณ Dynamical Evolu-
tion ของระบบโดยการใช้ Classical Mechanics หรอื Quantum Mechanics หรอื Semi/Quasiclassical
Approximations ซึง่ในกรณที ีใ่ช้วธิ ี Classical Mechanics ในการอธบิาย Dynamics ของระบบโมเลกลุน้ัน
มอีปุสรรคกค็อืขนาดของระบบ กลา่วคอื ย ิง่ระบบมขีนาดใหญ่ การใช้วธิ ี Classical Mechanics น้ันกจ็ะยิง่
ทำได้ยาก (ส ิ้นเปลอืงการคำนวณ) นัน่กเ็พราะวา่ระบบทีม่ ี N อะตอมน้ันกจ็ะมจีำนวนดกีรขีองความอสิระ
(Degree of Freedom) เทา่กับ 3N −6 ทีจ่ะเปน็ตัวกำหนดขนาดของ PES แล้วถ้าหากวา่เราใช้จำนวน Dis-
cretization Points เชน่ 10 Points ตอ่ Coordinate นัน่คอืเรามจีำนวนการคำนวณ Electronic Structure
ทีจ่ะต้องคำนวณเทา่กับ 103N−6 เพ ือ่ท ีท่ำการ Mapping เพือ่ให้ได้ Global PES ของระบบโมเลกลุของเรา
ออกมา ดังน้ันความสิ้นเปลอืงของวธิแีรกน้ันเทา่กับ 10N ซึง่เพ ิม่ตามขนาดของระบบ ซึง่เราเรยีกปญัหานี้วา่
“Dimensionality Bottleneck”

คำถามคอื “ถ้าหากอยากจะร ู้ วา่ AIMD สิ้น เปลอืงแค ่ไหน เราจะต้องคำนงึถงึอะไรบ้าง?” ในการ
ตอบคำถามนี้ ผมขอเร ิม่ ด้วยการยกตัวอยา่งตอ่ไปนี้ สมมติวา่ เรามี Trajectory ของการคำนวณ MD ที่ม ี
จำนวนท้ังหมด 10M Steps (กค็อืมท้ัีงหมด 10M Configurations) นัน่คอืจะต้องมกีารคำนวณ Electronic
Structure ท้ังหมด 10M คร้ัง ถ้าหากวา่มจีำนวน Independent Trajectory ท้ังหมด 10n Trajectories ที่



98 บทที่ 3. พลวัตเชงิโมเลกลุแบบแอบ อนิชิโิอ

จำเปน็ทีจ่ะต้องคำนวณเพือ่ทำการเฉลีย่ Initial Conditions ดังน้ันจงึมกีารคำนวณ AIMD ท้ังหมด 10M+n

การคำนวณทีจ่ะต้องทำการรัน ลำดับสดุท้าย ถ้าหากวา่เราจะต้องทำการคำนวณ Single-Point Electronic
Structure เพือ่คำนวณ Global PES และแตล่ะการคำนวณของ AIMD น้ันใช้เวลา CPU Time เทา่กัน จาก
ข้อมลูท้ังหมดทีเ่ราอ้างขึ้นมาตามสถานการณ์ความเปน็จรงิน้ัน เราจะสรปุได้วา่การใช้ AIMD ในการคำนวณ
Global PES น้ันจะมคีวามสิ้นเปลอืงอย ูท่ ีป่ระมาณ 103N−6−M−n ประเดน็สำคัญกค็อืวา่ สำหรับระบบทีม่ ี
M และ n คงทีแ่ละไมข่ึ้นกับ N น้ัน การคำนวณ AIMD จะมี Advantage เปน็แบบ “On-The-Fly” ซึง่จะ
มคีวามสิ้นเปลอืงของวธิคีอื 10N เพ ิม่ขึ้นตามขนาดของระบบ

อยา่งไรกต็าม ความสิ้นเปลอืงของวธิ ี AIMD ที่ประมาณ 10N น้ันก ็ยัง เยอะอย ูด่ ี ดัง น้ันจงึได้ม ีการ
พัฒนาเทคนคิตา่ง ๆ ขึ้นมาเพือ่ใช้ในการลดจำนวน Degrees of Freedom แตว่า่เทคนคิเหลา่น้ันกเ็ปน็การใช้
Approximations (การประมาณ) เสยีสว่นใหญ่ นัน่จงึทำให้ความถกูต้องของ AIMD น้ันลดลงด้วย

ในบทนี้ผมจะพาผ ู้อา่นทกุทา่นไปทำความร ู้จักกับวธิ ี AIMD ซึง่เปน็ภาพรวมกว้าง ๆ โดยเราจะเร ิม่ต้น
กันด้วยสมการ Schrödinger แล้วกจ็ะมกีารพดูถงึ Classical MD, Ehrenfest MD, Born-Oppenheimer,
และ Car-Parrinello MD ซึง่เปน็วธิที ีไ่ด้มาจากวธิ ี Time-Dependent Mean-Field Approach ซึง่ได้หลัง
จากการทีเ่ราทำการแยก Degrees of Freedom ของนวิเคลยีสกับอเิลก็ตรอนออกจากกัน นอกจากนี้ ยังมอีกี
หนึง่เร ือ่งสำคัญทีผ่ ู้อา่นจะได้ศกึษานัน่คอืการคำนวณแรง (Force) ของวธิตีา่ง ๆ ด้วย ซึง่หนึง่ในวธิที ีถ่กูนำมา
ใช้ในการคำนวณ Force ทีไ่ด้รับความนยิมเปน็อยา่งมากนัน่คอื Density Functional Theory (DFT) ดังน้ัน
เราจงึสามารถเรยีกวธิที ีใ่ช้ในการจำลอง AIMD ทีม่คีวามถกูต้องของการคำนวณ Electronic Structure ใน
แตล่ะ Step ของ MD ได้วา่ Density Functional Theory-based Molecular Dynamics หรอื DFT-MD

3.2 จาก MD สู่ Ab Initio MD

เรามาเร ิม่กันทีส่มการ Time-Dependent Schrödinger Equation ซึง่เราตา่งกท็ราบกันดอีย ูแ่ล้ววา่
เปน็สมการทีฟ่งักชั์นคลืน่ (Wavefunction) น้ันเปน็ฟงักชั์นทีข่ึ้นกับตำแหนง่ของอนภุาคทีเ่ราสนใจและเวลา
โดยอนภุาคทีเ่ราสนใจในทีน่ ี้กค็อือเิลก็ตรอนและนวิเคลยีส

ih̄
∂

∂t
Φ (ri,RI ; t) = HΦ (ri,RI ; t) (3.2.1)

ซึง่ม ี Position Representation ทีเ่ช ือ่มโยงกับ Standard Hamiltonian ซึง่มนียิามดังตอ่ไปนี้ (ม ี 5 เทอม
รวมเข้าด้วยกัน)
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(3.2.2)

สำหรับระดับของความอสิระ (Degrees of Freedom) ของอเิลก็ทรอนกิส์ ri กับของนวิเคลยีร์ RI แล้ว
เรากจ็ะใช้ Atomic Units (a.u.) เพ ือ่ชว่ยให้สมการตา่ง ๆ ของเราน้ันดงูา่ยและชัดเจนมากขึ้น ดังน้ันเรา
จะสนใจเทอมทีเ่ปน็อันตรกริยิาระหวา่ง อเิลก็ตรอน-อเิลก็ตรอน (Electron-Electron), อเิลก็ตรอน-นวิเคลยีร์
(Electron-Nuclear), และนวิเคลยีร-์นวิเคลยีรแ์บบคลูอมป ์ (Nuclear-Nuclear Coulomb) เปน็พเิศษ

เปา้หมายของหัวข้อนี้ กค็อืการพสิจูน์ท ีม่าของ Classical Molecular Dynamics โดยเร ิม่จากสมการ
คลืน่ของ Schrödinger ซึง่ถงึตรงนี้ แล้ว เราจะทำการแยกฟงักชั์นคลืน่รวมของระบบโมเลกลุของเราออก
เปน็ 2 พารท์ Φ (ri,RI ; t) นัน่กค็อืพารท์ทีข่ึ้นกับ Nuclear Coordinates และพารท์ทีข่ึ้นกับ Electronic
Coordinates ซึง่จะสามารถเขยีนให้อย ูใ่นรปูทีง่า่ยทีส่ดุได้โดยใช้ ผลคณูระหวา่ง Ansatz ดังนี้

Φ (ri,RI ; t) ≈ Ψ(ri; t)χ (RI ; t) exp

[
i

h̄

∫ t

t0

dt′Ẽe (t
′)

]
(3.2.3)

โดยที่ Nuclear Wavefunction และ Electronic Wavefunction น้ันถกูแยกออกจากกันอยา่งส ิ้นเชงิและ
ถกู Normalized ในแตล่ะ Time Step ด้วย ดังนี้ ⟨χ; t | χ; t⟩ = 1 และ ⟨Ψ; t | Ψ; t⟩ = 1 ตามลำดับ
นอกจากนี้แล้วเรายังมกีารกำหนดพารามเิตอรอ์กีตัวหนึง่ขึ้นมานัน่คอื Phase Factor ดังนี้

Ẽe =

∫
drdRΨ⋆ (ri; t)χ

⋆ (RI ; t)HeΨ(ri; t)χ (RI ; t) (3.2.4)

เพือ่ท ีจ่ะทำให้สมการสดุท้ายทีเ่ราได้ออกมาน้ันมหีน้าตาทีด่ส้ัูนและกระชับ ดังนี้
∫
drdR ซึง่เปน็การคำนวณ

Integration ทัว่ท้ังหมดโมเลกลุ i = 1, . . . และ I = 1, . . . สำหรับตัวแปร ri และ RI ตามลำดับ

นอกจากนี้แล้วเราต้องทราบกันไว้ด้วยวา่ Product Ansatz (ทีไ่มร่วม Phase Factor) ตามด้านบนน้ัน
มคีวามแตกตา่งจาก Ansatz ของ Born-Oppenheimer ซึง่เปน็การแยกพารท์ทีค่ำนวณได้เรว็กวา่และพารท์
ทีค่ำนวณได้ช้ากวา่ออกจากกัน ดังนี้
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ΦBO (ri,RI ; t) =
∞∑
k=0

Ψ̃k (ri,RI) χ̃k (RI ; t) (3.2.5)

ถ้าหากวา่เรานำสมการ Separation Ansatz ที่ (3.2.3) แทนเข้าไปในสมการที่ (3.2.1) และสมการที่
(3.2.2) (หลังจากทีเ่ราทำการคณูทางด้านซ้ายของสมการด้วย ⟨Ψ| และ ⟨χ| และทำให้สอดคล้องตามเง ือ่นไข
ของกฎอนรัุกษพ์ลังงาน d⟨H⟩/dt ≡ 0 แล้ว) เราจะได้ความสัมพันธต์อ่ไปนี้

ih̄
∂Ψ

∂t
= −

∑
i

h̄2

2me

∇2
iΨ+

{∫
dRχ⋆ (RI ; t)Vn−e (ri,RI)χ (RI ; t)

}
Ψ (3.2.6)

ih̄
∂χ

∂t
= −

∑
I

h̄2

2MI

∇2
Iχ+

{∫
drΨ⋆ (ri; t)He (ri,RI)Ψ (ri; t)

}
χ (3.2.7)

ซึง่เซตของสมการทีพั่วพันกัน (Coupled Equations) ตามด้านบนนี้เปน็ตัวกำหนด Time-Dependent Self-
Consistent Field (TDSCF) ทีไ่ด้มกีารเสนอไว้เม ือ่นานมาแล้วโดย Paul Dirac ในชว่งป ีค.ศ. 1930

3.3 มาเจาะลกึ Classical Molecular Dynamics

ขึ้นตอนตอ่ไปในการพสิจูน์ Classical Molecular Dynamics กค็อืการประมาณและกำหนดให้นวิเคลยี
อของอะตอมน้ันเปน็อนภุาคจดุ (Point Particle) ซึง่เราสามารถทำได้โดยการใช้พสิจูน์ Classical Mechanics
ออกมาจาก Quantum Mechanics โดยเราจะเร ิม่ด้วยการเขยีนฟงักชั์นคลืน่ (Wavefunction) ใหม ่ ดังน ี้

χ (RI ; t) = A (RI ; t) exp [iS (RI ; t) /h̄] (3.3.1)

โดยเราเขยีนในเทอมของ Amplitude Factor A และ Phase S ซึง่แฟคเตอร์ ท้ังสองแฟคเตอร์น ี้ จะถกู
พจิารณาเฉพาะคา่จรงิ (Real) เทา่น้ัน (A > 0) และหลังจากทีเ่ราทำการแปลง Nuclear Wavefunction
(สมการที่ (3.2.7)) และทำการแยก Real Part กับ Imaginary Part ออกจากกัน เราจะได้ TDSCF สำหรับ
นวิเคลยีสดังตอ่ไปนี้

∂S

∂t
+
∑
I

1

2MI

(∇IS)
2 +

∫
drΨ⋆HeΨ = h̄2

∑
I

1

2MI

∇2
IA

A
(3.3.2)

∂A

∂t
+
∑
I

1

MI

(∇IA) (∇IS) +
∑
I

1

2MI

A
(
∇2
IS
)
= 0 (3.3.3)
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ซึง่เปน็การเขยีนสมการเดมิโดยการใช้ตัวแปรใหมส่องอันกค็อื A และ S และเราเรยีกสมการที่ (3.3.2) และ
(3.3.3) น ี้ วา่ “Quantum Fluid Dynamical Representation” ซึง่เราสามารถสมการท้ังสองอันนี้ ไปใช้ใน
การแก้ Time-Dependent Schrödinger Equation นอกจากนี้ เรายังสามารถเขยีน A ใหมไ่ด้ให้อย ูใ่นรปู
ของ Continuity Equation ได้โดยการใช้คณุสมบัติ Identification ของ Nuclear Density |χ|2≡ A2 ซึง่
สามารถคำนวณมาได้จากสมการที่ (3.3.1) โดยสมการ Continuity Equation นี้จะไมข่ึ้นกับ h̄ และยังทำให้
มกีารอนรัุกษ์ Particle Probability |χ|2 อกีด้วย

เมือ่เรามกีารใช้ Transformation ของโมเมนตัมดังตอ่ไปนี้มาชว่ย

PI ≡ ∇IS (3.3.4)

เราจะสามารถเขยีนสมการการเคลือ่นทีข่องนวิตัน ṖI = −∇IV (RI) ได้ดังตอ่ไปนี้

dPI

dt
= −∇I

∫
drΨ⋆HeΨ (3.3.5)

MIR̈I(t) = −∇I

∫
drΨ⋆HeΨ (3.3.6)

= −∇IV
E
e (RI(t)) (3.3.7)

ดังน้ัน นวิเคลยีสน้ันจะเคลือ่นทีไ่ปตามหลักการของ Classical Mechanics ทา่มกลาง Effect Potentail
V E
e ซึง่มาจากอเิลก็ตรอน โดย Potential ดังกลา่วนี้ เปน็ฟงักชั์นของ Nuclear Positions ณ เวลา t ซึง่ได้

มาจากการเฉลีย่ He จาก Degrees of Freedom ท้ังหมด เชน่ คำนวณคา่ Quantum Expectation Value
⟨Ψ |He|Ψ⟩ ในขณะทีเ่ราบังคับให้ตำแหนง่ของนวิเคลยีสน้ันถกูตรงึ (Fixed) อย ูกั่บทีนั่น่คอื RI(t)

อยา่งไรกต็าม เรา ยังคงมีฟงักชั์นคลืน่ของนวิเคลยีส (Nuclear Wavefunction) เหลอือย ู่ในสมการ
TDSCF สำหรับ Degrees of Freedom ของอเิลก็ตรอนและเทอมนี้ ควรจะต้องถกูแทนทีด้่วยตำแหนง่ของ
นวิเคลยีสเพือ่ท ีว่า่สมการ TDSCF น้ันจะขึ้นอย ูกั่บนวิเคลยีสเพยีงอยา่งเดยีว ในกรณีน ี้ เราจะทำการแทนที่
Nuclear Density |χ (RI ; t)|2 ในสมการกอ่นหน้านี้ โดยมเีง ือ่นไขของลมิติวา่ h̄ → 0 โดยแทนทีด้่วยผล
คณูของฟงักชั์นเดลต้า (Delta Functions) ∏I δ (RI −RI(t)) ทีม่ตีำแหนง่จดุกึง่กลางของฟงักชั์นอย ูท่ ี่
ตำแหนง่ของนวิเคลยีส ณ ขณะใดขณะหนึง่ (Instantaneous Positions) RI(t) ตามสมการที่ (3.3.6) ซึง่
เราจะได้สมการดังตอ่ไปนี้ (สำหรับ Position Operator)

∫
dR⋆ (RI ; t)RIχ (RI ; t)

h̄→0−→ RI(t) (3.3.8)

โดย Classical Limit อันนี้ จะนำไปส ูส่มการ Time-Dependent Wave Equation สำหรับอธบิาย
อเิลก็ตรอนดังตอ่ไปนี้
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ih̄
∂Ψ

∂t
= −

∑
i

h̄2

2me

∇2
iΨ+ Vn−e (ri,RI(t))Ψ (3.3.9)

= He (ri,RI(t))Ψ (ri,RI ; t) (3.3.10)

ซึง่สมการด้านบนนี้ ม ีความซับซ้อนเพราะวา่เปน็สมการที่มันขึ้นอย ู่กับตัวของมันเอง (Self-Consistently)
นอกจากนี้แล้ว He และ Ψ น้ันจะขึ้นตอ่กันแบบเชงิพารามเิตอร์หรอืเรยีกวา่องิพารามเิตอร์กไ็ด้ (Paramet-
rically) ตามตำแหนง่ของนวิเคลยีส RI(t) ที่เวลา t โดยผา่น Vn−e (ri,RI(t)) นัน่หมายความวา่ ท้ัง
Classical และ Quantum Degress of Freedom น้ันได้ถกูรวมเข้าด้วยกันแล้ว

สำหรับวธิที ีเ่ก ีย่วข้องกับการแก้สมการที่ (3.3.6) และ (3.3.10) น้ันมชี ือ่เรยีกวา่ “Ehrenfest Molecular
Dynamics” เพือ่เปน็เกยีรตใิห้กับ Ehrenfest ผ ู้ท ีเ่ปน็คนแรกทีส่ามารถหาวธิแีก้ปญัหาสำหรับคำถามทีว่า่
“เราจะสามารถพสิจูน์ Newtonian Classical Dynamics จากสมการคลืน่ของ Schrödinger ได้อยา่งไร?”
ซึง่นำไปส ูก่ารพัฒนาวธิกีารแบบผสม (Hybrid) นัน่กค็อืมเีพยีงแคน่วิเคลยีสเทา่น้ันทีถ่กูบังคับให้มพีฤตกิรรมที่
ทำตัวคล้ายกับอนภุาค Classical Particles ในขณะทีอ่เิลก็ตรอนน้ันยังถกูอธบิายด้วยวธิทีางควอนตัม

ตามทีไ่ด้กลา่วไว้ในตอนต้นของหัวข้อนี้ แล้ววา่วธิ ี MD น้ันมปีญัหาอยา่งหนึง่ท ีห่ลกีเล ีย่งไมไ่ด้กค็อื Di-
mensionality Bottleneck ซึง่จะเพิม่มากขึ้นตาม Degrees of Freedom ของนวิเคลยีส (จำนวนอะตอม)
ซึง่หนึง่ในวธิที ีเ่ปน็ทางออกของปญัหานี้กค็อืการทำการประมาณ Global PES ซึง่มสีมการคอื

V E
e ≈ V approx

e (RI) =
N∑
I=1

v1 (RI) +
N∑
I<J

v2 (RI ,RJ)

+
N∑

I<J<K

v3 (RI ,RJ ,RK) + · · · (3.3.11)

โดยเขยีนในรปูของการกระจายของเทอมทีเ่กดิจาก Contribution แบบ Many-Body (Truncated Expan-
sion) และเราจะทำการแทน Degrees of Freedom เชงิอเิลก็ทรอนกิสด้์วย Interaction Potentials (vn)
ซึง่จะทำให้เทอมทีเ่ปน็ Degrees of Freedom น้ันหายไป ดังน้ันสิง่ท ีเ่ราจะได้ออกมากค็อืสมการทีเ่ปน็ลกูผสม
ระหวา่งปญัหาทางควอนตัมและแบบคลาสสกิน้ันจะถกูลดรปูให้เหลอืเปน็เพยีงแคป่ญัหาแบบคลาสสกิเทา่น้ัน
(ปญัหาแบบควอนตัมหายไปแล้ว) ซึง่จะได้วา่ Classical Molecular Dynamics แบบทีเ่ราต้องการน้ันจะ
มหีน้าตาคอื

MIR̈I(t) = −∇IV
approx
e (RI(t)) (3.3.12)

เราสามารถแบง่ประเภทของ AIMD ได้โดยแบง่ตามวธิกีารทีเ่ราใช้ในการรวมการคำนวณโครงสร้างเชงิ
อเิลก็ทรอนกิสกั์บการจำลองพลวัตโมเลกลุเข้าด้วยกัน โดยเราสามารถแบง่ออกได้เปน็ 3 วธิ ี ดังน ี้
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1. พลวัตเชงิโมเลกลุแบบเออเรนเฟสต์ (Ehrenfest Molecular Dynamics)
2. พลวัตเชงิโมเลกลุแบบบอรน์-ออปเพนไฮเมอร์ (Born-Oppenheimer Molecular Dynamics)
3. พลวัตเชงิโมเลกลุแบบคาร-์พารร์เินลโล (Car-Parrinello Molecular Dynamics)

3.4 พลวัตเชงิโมเลกลุแบบเออเรนเฟสต์

ตามทีไ่ด้อธบิายไว้ในหัวข้อทีผ่า่นมาวา่ปญัหาอยา่งหนึง่ของ MD กค็อื Dimensionality Bottleneck
ซึง่เราสามารถแก้ปญัหานี้ ได้โดยการคำนวณประมาณ Global Potential Energy Surface ตามสมการที่
(3.3.11) หรอืทำการลดจำนวนของ Degrees of Freedom นอกจากนี้ ยังมอีกีวธิหีนึง่ท ีเ่ราสามารถแก้ปญัหา
นี้ได้เชน่กันนัน่กค็อืทำการแก้สมการ Time-Dependent Self-Consistent Field (TDSCF) โดยการใช้ Clas-
sical Nuclei Approxiation เข้ามาชว่ย (สมการที่ (3.3.6) และ (3.3.10)) โดยเราสามารถแก้ชดุสมการดังตอ่
ไปพร้อม ๆ กันเพือ่คำนวณแรงของเออเรนเฟสต์ (Ehrenfest Force)

MIR̈I(t) = −∇I

∫
drΨ⋆HeΨ (3.4.1)

= −∇I ⟨Ψ |He|Ψ⟩ (3.4.2)
= −∇I ⟨He⟩ (3.4.3)
= −∇IV

E
e (3.4.4)

ih̄
∂Ψ

∂t
=

[
−
∑
i

h̄2

2me

∇2
i + Vn−e (ri,RI(t))

]
Ψ (3.4.5)

= HeΨ (3.4.6)

แล้วเรากพ็บวา่เราไมจ่ำเปน็ทีจ่ะต้องทราบ Potential Energy Surface (PES) กส็ามารถแก้สมการ Time-
Dependent Electronic Schrödinger ได้แบบ “On-The-Fly” (หมายความวา่ อยากแก้สมการเมือ่ไหรก่ไ็ด้)
ซึง่ทำให้เราน้ันสามารถคำนวณ Ehrenfest Force จาก ∇I ⟨He⟩ สำหรับแตล่ะคอนฟกิเูรชัน่ RI(t) ของ
โมเลกลุทีไ่ด้มาจาก Trajectory ทีจ่ำลองมาจากวธิ ี Molecular Dynamics ได้ด้วย (แรงชนดินี้มชี ือ่เรยีกอกี
ช ือ่วา่ “Hellmann-Feynman Forces”

นอกจากนี้แล้ว ยังมสีมการของ Equations of Motion ทีอ่ย ูใ่นรปูของ Adiabatic Basis และ Time-
Dependent Expansion Coefficients อกีด้วย ซึง่มหีน้าตาดังนี้
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MIR̈I(t) = −
∑
k

|ck(t)|2 ∇IEk −
∑
k,l

c⋆kcl (Ek − El)d
kl
I (3.4.7)

ih̄ċk(t) = ck(t)Ek − ih̄
∑
I,l

cl(t)ṘId
kl
I (3.4.8)

ซึง่ม ี Coupling Term ดังนี้

dklI (RI(t)) =

∫
drΨ⋆

k∇IΨl (3.4.9)

แล้วกม็ ี Property dkkI ≡ 0

ดัง น้ัน เราอาจจะมองวา่วธิ ีการของ Ehrenfest น้ันก ็คอืเปน็การรวม Non-Adiabatic Transitions
ระหวา่ง Electronic States ที่แตกตา่งกัน นัน่คอื Ψk และ Ψl โดยรวมเข้ามาไว้ใน Framework ของ
Mean-Field (TDSCF) Approximation นัน่เอง นอกจากนี้แล้วเรายังสามารถกำหนดเง ือ่นไข (Restriction)
สำหรับ Electronic State แตล่ะอันได้อกีด้วย (ซึง่กรณสีว่นใหญน้ั่นจะเปน็การอธบิาย Ψ0 ทีส่ภาวะพื้น) ซึง่ก ็
จะทำให้เราได้สมการทีเ่ปน็สำหรับกรณพีเิศษของสมการที่ (3.4.4) และ (3.4.6) ดังนี้

MIR̈I(t) = −∇I ⟨Ψ0 |He|Ψ0⟩ (3.4.10)

ih̄
∂Ψ0

∂t
= HeΨ0 (3.4.11)

โดยที่He คอื Time-Dependent Hamiltonian ของ Nuclear Coordinates (RI(t))

Ehrenfest Molecular Dynamics (MD) น้ันถอืได้วา่เปน็วธิ ี “On-The-Fly” MD ทีเ่กา่ท ีส่ดุและถกู
ใช้ในการจำลองระบบทีม่จีำนวน Degrees of Freedom น้อย ๆ ดังน้ันเราจงึมักไมค่อ่ยเหน็งานวจัิยทีน่ำ
Ehrenfest MD มาใช้ในการศกึษาระบบทีม่ ี Degrees of Freedom เยอะ ๆ เชน่ Condensed Matter

3.5 พลวัตเชงิโมเลกลุแบบบอรน์-ออปเพนไฮเมอร์

อกีหนึง่วธิ ีท ี่เราสามารถใช้ ในการรวมการคำนวณ Electronic Structure เข้า กับ Molecular Dy-
namics ได้ น้ันก ็คอืการแก้สมการของ Electronic Structure ตรง ๆ (แบบ Static) ในแตล่ะ Step ของ
การจำลอง MD โดยการใช้ตำแหนง่ของอะตอมในโมเลกลุซึง่ม ีตำแหนง่ทีแ่นน่อน ดังน้ัน แทนทีเ่ราจะต้อง
แก้ปญัหาแบบ Time-Dependent น้ันกจ็ะกลายเปน็วา่เราแก้ปญัหาแบบ Time-Independent แทน พดู
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งา่ย ๆ กค็อืเราคำนวณแรง (Force) ทีก่ระทำตอ่อะตอมแตล่ะอะตอมในโมเลกลุในแตล่ะ Step เพือ่ใช้ใน
การ Propagation ของคอนฟกิเูรชัน่ของโมเลกลุใน Step ตอ่ ๆ ไป แนน่อนวา่สมการทีเ่ราจะต้องแก้น้ันก ็
คอื Time-Independent Schrödinger Equation ดังน้ันเราจงึสรปุได้วา่วธินี ี้ น้ันกเ็ปรยีบเสมอืนกับ Time-
Dependent Electronic Structure ของการเคลือ่นทีข่องโมเลกลุ (Nuclear Motion) ซึง่จะไมเ่หมอืนกับ
กรณขีอง Ehrenfest MD ซึง่จะมคีวาม Intrinsic มากกวา่ โดยเราเรยีกวธิกีารนี้ วา่ Born-Oppenheimer
Molecular Dynamics (BOMD) นัน่เอง ซึง่มสีมการหลักดังตอ่ไปนี้

MIR̈I(t) = −∇I min
Ψ0

{⟨Ψ0 |He|Ψ0⟩} (3.5.1)

E0Ψ0 = HeΨ0 (3.5.2)

โดยสมการด้านบนนี้สำหรับกรณสีถานะพื้น (Ground State) แล้วกส็ ิง่ท ี่ BOMD น้ันแตกตา่งจาก Ehrenfest
MD อยา่งเหน็ได้ชัดนัน่กค็อื Nuclear Equation of Motion ซึง่ BOMD น้ันจะมเีง ือ่นไขวา่คา่ของ ⟨He⟩
น้ันจะต้องมคีา่ท ีต่ำ่ท ีส่ดุตามสมการที่ (3.5.1) แตส่ำหรับกรณขีอง Ehrenfest MD น้ันจะตรงข้ามกันนัน่กค็อื
ฟงักชั์นคลืน่ (Wavefunction) ทีเ่ปน็เทอมทีท่ำ Minimize ⟨He⟩ น้ันยังคงมคีา่เทา่เดมิเม ือ่เทยีบกับ Motion
ของนวิเคลยีส (อะตอมในโมเลกลุ) ตามสมการที่ (3.4.10)

ลำดับตอ่ไปกค็อืสว่นขยายของสมการการเคลือ่นทีข่อง BOMD นัน่กค็อืการทำให้ BOMD น้ันสามารถ
ใช้งานได้กับโมเลกลุทีอ่ย ูใ่นสถานะกระต ุ้น (Excited Electronic State) หรอื Ψk ซึง่มชี ือ่เรยีกแบบเฉพาะอกี
ช ือ่วา่ “Adiabatic Molecular Dynamics” (ถงึแม้วา่จะไมค่วรเรยีกกต็าม)

นอกจากนี้ เราพบวา่การทีเ่ราม ี Equation of Motion สำหรับ BOMD ทีส่ามารถใช้ในการอธบิายกรณี
พเิศษของ Effective One-Particle Hamiltonian น้ันกม็ปีระโยชน์อยา่งมากเชน่กัน เพราะวา่เราสามารถที่
จะใช้ Hartree-Fock Approximation ทีถ่กูกำหนดให้เปน็ Variational Minimum สำหรับคา่ของ Expecta-
tion Value ของพลังงาน (⟨Ψ0 |He|Ψ0⟩) โดยทีเ่รามกีารกำหนดให้ Single Slater Determinant Ψ0 =

det {ψi} ซึง่เปลีย่นไปตาม Constraint หรอืเง ือ่นไขทีว่า่ One-Particle Orbitals ψi น้ันจะต้องมคีวามเปน็
Orthonormal ⟨ψi | ψj⟩ = δij

สำหรับ Constraint Minimization ของพลังงานของโมเลกลุโดยเทยีบกับออรบ์ทัิลน้ันมดัีงตอ่ไปนี้

min
{ψi}

{⟨Ψ0 |He|Ψ0⟩}
∣∣∣∣
{⟨ψi|ψj⟩=δij}

(3.5.3)

ซึง่สามารถเขยีนใหมใ่ห้เปน็ Lagrange’s Formalism ได้ดังนี้

L = −⟨Ψ0 |He|Ψ0⟩+
∑
i,j

Λij (⟨ψi | ψj⟩ − δij) (3.5.4)
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โดยที่เราม ีเทอม Λij ซึง่ เปน็ Lagrangian Multipliers แล้วก ็การแปรผันแบบที่ไมม่ ีข้อ บังคับ (Uncon-
strained Variation) ของ Lagrangian อันนี้เม ือ่เทยีบกับออรบ์ทัิลน้ันมคีา่เปน็

δL
δψ⋆i

!
= 0 (3.5.5)

ซึง่นำไปส ูส่มการ Hartree-Fock ทีเ่ราทราบกันดี นัน่คอื

HHF
e ψi =

∑
j

Λijψj (3.5.6)

ตามทีเ่ราทราบกันนัน่กค็อื Diagonal Canonical Form HHF
e ψi = ϵiψi น้ันจะถกูคำนวณออกมาหลังจาก

ทีเ่ราทำ Unitary Transformation แล้ว (HHF
e คอื Effective One-Particle Hamiltonian) สำหรับสมการ

การเคลือ่นที่ (Equations of Motion) ทีเ่ก ีย่วเน ือ่งกับสมการที่ (3.5.1) และ (3.5.2) มดัีงนี้

MIR̈I(t) = −∇I min
{ψi}

{〈
Ψ0

∣∣HHF
e

∣∣Ψ0

〉}
(3.5.7)

0 = −HHF
e ψi +

∑
j

Λijψj (3.5.8)

สำหรับกรณขีอง Hartree-Fock

ถ้าหากวา่เปน็กรณอี ืน่ท ีไ่มใ่ช ่ Hartree-Fock เชน่ กรณขีอง Hohenberg-Kohn-Sham Density Func-
tional Theory เรากส็ามารถใช้สมการที่ (3.5.7) และ (3.5.8) ได้เหมอืนกัน แตส่ ิง่ท ีจ่ะไมเ่หมอืนกันนัน่กค็อื
HHF

e น้ันจะต้องถกูแทนทีด้่วย Kohn-Sham Effective One-Particle HamiltonianHKS
e แล้วกแ็ทนทีเ่รา

จะต้องทำ Diagonalization ของ One-Particle Hamiltonian เรากส็ามารถทีจ่ะใช้วธิกีารทีค่ล้าย ๆ กันได้
นัน่กค็อืการทำ Constraint Minimization ตามสมการที่ (3.5.3) โดยใช้เทคนคิ Nonlinear Optimization

สำหรับการนำ BOMD ไปใช้งานน้ันในชว่งแรก ๆ BOMD มักจะถกูนำมาใช้ในการคำนวณรว่มกับวธิ ี
Semiempirical แตว่า่ต้ังแตช่ว่งป ี ค.ศ. 2000 เปน็ต้นมาน้ันกไ็ด้มกีารนำ ab initio มา Implement1 รวม
เข้าไปในวธิ ี BOMD ซึง่ทำให้ได้รับความนยิมเร ือ่ยมาจนทำให้ BOMD น้ันได้รับความนยิมเปน็อยา่งมาก โดย
หนึง่ ในจดุเปลีย่นผา่นที่สำคัญของ BOMD ก็คอืนำ Density Functional Theory (DFT) เข้ามาผสมกับ
BOMD ซึง่เปน็ Framework ทีม่คีวามสิ้นเปลอืงทีไ่มส่งูมากแตว่า่ให้ผลการคำนวณทีแ่มน่ยำมาก

1Implement คอืการทำให้ส ิง่ ๆ น้ันเกดิขึ้น ถ้าเปน็ในบรบิทของการพัฒนาโปรแกรมกค็อืการเขยีนโปรแกรมของทฤษฎน้ัีน ๆ
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3.6 พลวัตเชงิโมเลกลุแบบคาร-์พารร์เินลโล

Car กับ Parrinello ได้ เสนอวธิ ีอกีแบบหนึง่ท ี่ชว่ยให้ เราสามารถลดความสิ้น เปลอืงในการคำนวณ
Molecular Dynamics ซึง่ได้รวม Electronic Single State (การเคลือ่นทีข่องอเิลก็ตรอน) เข้าไว้ด้วย โดยเรา
เรยีกวธินี ี้วา่ Car-Parrinello Molecular Dynamics (CPMD) ซึง่ถอืวา่เปน็วธิที ี่ 3 ของ ab initio Molecular
Dynamics

ถ้าสรปุงา่ย ๆ กค็อืวา่วธิ ี CPMD น้ันเปน็การรวมเอาข้อดขีองวธิ ี Ehrenfest MD กับ BOMD เข้าไว้
ด้วยกัน ซึง่ในวธิ ี Ehrenfest MD น้ัน Time Scale และ Time Step น้ันจะถกูกำหนดด้วย Dynamics ของ
อเิลก็ตรอน แล้วกเ็น ือ่งจากวา่ Motion ของอเิลก็ตรอนน้ันเรว็กวา่ Motion ของนวิเคลยีสเยอะมาก ๆ ทำให้
ขนาดของ Time Step ทีม่ากทีส่ดุท ีจ่ะเปน็ไปได้น้ันจะต้องสอดคล้องตาม Motion ของอเิลก็ตรอนเพือ่ท ี่
เราจะสามารถอนิทเิกรตหรอืแก้สมการ Equation of Motion ได้ แตว่า่วธิ ี BOMD น้ันจะต้องกันข้ามกับ
วธิ ี Ehrenfest MD โดยสิ้นเชงิกค็อืวา่ BOMD น้ันจะไมม่กีารพจิารณา Dynamics ของอเิลก็ตรอนและไมน่ำ
เอามาคดิรวมด้วย นัน่หมายความวา่ในวธิ ี BOMD น้ันเราจะทำการอนิทเิกรตและแก้สมการ Equation of
Motion โดยใช้ Time Scale ทีอ้่างองิตาม Motion ของนวิเคลยีส อยา่งไรกต็าม นัน่หมายความวา่สำหรับวธิ ี
Ehrenfest MD น้ันเราไมจ่ำเปน็ต้องแก้ปญัหาเชงิ Electronic Structure เพราะวา่เราสามารถทีจ่ะทำการ
Propagate ฟงักชั์นคลืน่ได้โดยการนำ Hamiltonian มากระทำกับฟงักชั์นคลืน่เร ิม่ต้น แตว่า่สำหรับวธิ ี BOMD
น้ันเราจะยังคงต้องแก้ปญัหา Electronic Structure โดยการแก้สมการหาคำตอบแบบ Self-Consistently
ในแตล่ะ Step ของการคำนวณ MD

อยา่งไรกต็าม ถ้าหากวา่เรามานัง่พจิารณาตัวทฤษฎแีละอัลกอรทิมึอยา่งละเอยีดแล้ว เราอาจจะพอต้ัง
ข้อสังเกตได้วา่ถ้าหากวา่เราต้องการทีจ่ะพัฒนาวธิกีารทีเ่ปน็ “The Best of All Worlds Method” แล้วละ่ก ็
วธิกีารน้ันกค็วรทีจ่ะต้องเปน็ไปตามเง ือ่นไขตอ่ไปนี้

1. สามารถอนิทเิกรตสมการ Equation of Motion ตาม Time Scale ทีถ่กูกำหนดด้วย Nuclear Mo-
tion (ตำแหนง่ของนวิเคลยีส)

2. ในขณะเดยีวกันน้ันกค็วรทีจ่ะสามารถคำนวณ Dynamics ของอเิลก็ตรอนให้ Smooth (Time-Evolution)
มากทีส่ดุเทา่ท ีจ่ะเปน็ไปได้

ซึง่ข้อ 2 น้ันชว่ยให้เราสามารถแก้ปญัหา Electronic Structure ได้โดยทีไ่มต้่องคำนวณ Diagonalization
หรอืทำ Minimization เพือ่นำคำตอบไปใช้ใน Step ตอ่ไปในระหวา่งทีเ่ราทำการคำนวณ MD และนีจ่งึทำให้
CPMD น้ันเปน็วธิที ีม่ปีระสทิธภิาพมาก ๆ เพราะวา่สอดคล้องกับท้ังสองข้อ

ไอเดยีของวธิ ี CPMD น้ันเปน็การใช้ Adiabatic Time-Scale Separation (การแบง่ตาม Time-Scale)
เพือ่แบง่ Motion ของนวิเคลยีสทีเ่คล ือ่นทีช้่า และอเิลก็ตรอนทีเ่คล ือ่นทีเ่รว็โดยการแปลง Quantum Adi-
abatic Time-Scale ให้อย ูใ่นรปูของ Classical Adiabatic Energy-Scale แทน โดยในกรณขีอง Classical
Mechanics น้ันเราจะคำนวณแรง (Force) ได้จากอนพัุนธ์ของ Lagrangian เทยีบกับตำแหนง่ของนวิเคลยีส
ซึง่น ีเ่ปน็การบอกใบ้กับเราอ้อม ๆ วา่อนพัุนธ์เชงิฟงักชั์น (Functional Derivative) เทยีบกับออร์บทัิลน้ันก ็
คอืแรงทีก่ระทำตอ่ออรบ์ทัิลนัน่เอง นอกจากนี้ เราจะต้องมกีารกำหนด Constraint สำหรับออรบ์ทัิลด้วย เชน่
ออรบ์ทัิลน้ันกค็วรทีจ่ะมคีวามเปน็ Orthonormality
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ในเปเปอรต้์นฉบับของ Car และ Parrinello น้ันได้มกีารเสนอ Lagrangian ไว้ดังนี้

LCP =
∑
I

1

2
MIṘ

2
I +

∑
i

1

2
µi

〈
ψ̇i | ψ̇i

〉
︸ ︷︷ ︸

พลังงานจลน์

−⟨Ψ0 |He|Ψ0⟩︸ ︷︷ ︸
พลังงานศักย์

+ Constraints︸ ︷︷ ︸
Orthonormality

(3.6.1)

และเรากส็ามารถเขยีน Newtonian Equation of Motion ได้จากชดุสมการ Euler-Lagrange ดังนี้

d

dt

∂L
∂ṘI

=
∂L
∂RI

(3.6.2)

d

dt

δL
δψ̇⋆i

=
δL
δψ⋆i

(3.6.3)

โดยที่ ψ⋆i = ⟨ψi|

สมการ Equations of Motion ของ Car-Parrinello น้ันมหีน้าตาดังตอ่ไปนี้

MIR̈I(t) = − ∂

∂RI

⟨Ψ0 |He|Ψ0⟩+
∂

∂RI

{ constraints } (3.6.4)

µiψ̈i(t) =< − δ

δψ⋆i
⟨Ψ0 |He|Ψ0⟩+

δ

δψ⋆i
{ constraints } (3.6.5)

โดยที่ µi(= µ) คอื “Fictitious Masses” หรอืมวลแบบปลอม ๆ ทีเ่ปน็ตัวกำหนด Degrees of Freedom
ของออรบ์ทัิล แล้วกม็ ี Mass Parameter µ ทีม่หีนว่ยเปน็พลังงานคณูกับเวลายกกำลังสอง สว่นเทอมทีเ่ขยีน
วา่เปน็ Constraint ในสมการด้านบนน้ัน จรงิ ๆ แล้วกค็อื Constraint Force ใน Equations of Motion ซึง่
มหีน้าตาประมาณนี้

constraints = constraints ({ψi} , {RI}) (3.6.6)

ซึง่อาจจะเปน็ฟงักชั์นของออรบ์ทัิล {ψi} และตำแหนง่ของนวิเคลยีร์ {RI} กไ็ด้

3.7 แล้ว Hellmann-Feynman Force ละ่?

สว่นผสมที่สำคัญมาก ๆ ของวธิ ีทาง Molecular Dynamics ทกุวธิ ีน้ันก ็คอืแรง (Force) ซึง่วธิ ีการ
คำนวณแรงที่ม ีประสทิธภิาพน้ันคอืส ิง่ท ี่เราต้องการ โดยเราที่เราสนใจก็คอืแรงที่กระทำตอ่นวิเคลยีสของ
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อะตอมแตล่ะอะตอมในโมเลกลุ โดยเราสามารถคำนวณแรงได้โดยการคำนวณอนพัุนธ์ดังตอ่ไปนี้ ด้วยวธิ ี Nu-
merical Method (การประมาณเชงิตัวเอง)

FI = −∇I ⟨Ψ0 |He|Ψ0⟩ (3.7.1)

โดยเขยีนในเทอมของการใช้การประมาณคา่ด้วยผลตา่งแบบมขีอบเขต (Finite Difference Approximation)
ของพลังงานรวม (Total Electronic Energy) ซึง่การคำนวณแรงตามสมการที่ (3.7.1) น้ันใช้เวลานานและให้
ผลทีไ่มถ่กูต้อง คำถามทีต่ามมาคอื “จะเกดิอะไรขึ้นถ้าหากวา่เราสามารถคำนวณ Gradient ของพลังงานรวม
(แรง) ได้ด้วยวธิเีชงิวเิคราะห์ (Analytically)” โดยนอกเหนอืจากอนพัุนธข์อง Hamiltonian แล้ว

∇I ⟨Ψ0 |He|Ψ0⟩ = ⟨Ψ0 |∇IHe|Ψ0⟩ (3.7.2)
+ ⟨∇IΨ0 |He|Ψ0⟩+ ⟨Ψ0 |He|∇IΨ0⟩ (3.7.3)

กยั็งม ี Contribution ทีเ่กดิจาก Variation ของฟงักชั์นคลืน่ (Wavefunction) ∼ ∇IΨ0 ด้วย ซึง่เราคอ่น
ข้างโชคดเีพราะวา่ Contribution ทีว่า่น้ันจะหายไป (Vanish) ถ้าหากวา่ฟงักชั์นคลืน่น้ันเปน็ Eigenfunction
ของ Hamiltonian

FHFT
I = −⟨Ψ0 |∇IHe|Ψ0⟩ (3.7.4)

ซึง่ เราเรยีกแรงตามสมการที่ (3.7.4) น ี้ วา่แรงของ Hellmann-Feynman Theorem (HFT) ซึง่ เปน็แรงที่
เราสามารถคำนวณได้จาก Variational Favefunctions เชน่ Hartree-Fock Wavefunction โดยมข้ีอแม้วา่
ฟงักชั์นคลืน่อันน้ันจะต้องเกดิขึ้นจากการใช้ Complete Basis Sets (CBS) เทา่น้ัน ถ้าหากวา่ไมใ่ช ่ CBS เรา
จะต้องทำการเพิม่เทอมพเิศษเข้าไป

เราลองมาด ูตัวอยา่งที่เปน็การใช้ Slater Determinant Ψ0 = det {ψi} ของออร์บทัิล ψi ซึง่
สามารถเขยีนได้ตามสมการดังตอ่ไปนี้

ψi =
∑
ν

ciνfν (r; {RI}) (3.7.5)

ซึง่เขยีนในรปูของผลรวมเชงิเส้นของฟงักชั์นเบสสิ (Linear Combination of Basis Functions) {fν} ซึง่
จะถกูใช้รว่มกับ Effective One-Particle Hamiltonian เชน่ Hamiltonian ในวธิ ี Hartree-Fock หรอืวธิ ี
Kohn-Sham โดยที่ Basis Functions น้ันอาจจะขึ้นอย ูกั่บตำแหนง่ของนวิเคลยีสเพยีงอยา่งเดยีว ในขณะที่
Expansion Coefficients จะเปน็ตัวทีก่ำหนดความแตกตา่งทีบ่อกวา่ Basis Functions แตล่ะฟงักชั์นน้ันตา่ง
กันอยา่งไร นัน่หมายความวา่เราจะมแีรงสองแบบทีส่ามารถรวมกันได้ ดังนี้

∇Iψi =
∑
ν

(∇Iciν) fν (r; {RI}) +
∑
ν

ciν (∇Ifν (r; {RI})) (3.7.6)
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ซึง่จะเปน็แรงทีน่อกเหนอืจากแรง Hellmann-Feynman

ถ้าหากวา่เราใช้การกระจายแบบเชงิเส้น (Linear Expansion) ตามสมการที่ (3.7.5) เราจะสามารถ
เขยีนแรงทีม่ ี Contribution ทีม่าจาก Nuclear Gradient ของฟงักชั์นคลืน่ได้ โดยเราจะแบง่ออกได้เปน็ 2
เทอม

แรงทีไ่ด้จาก Nuclear Gradient ของฟงักชั์นคลืน่ เทอมที่ 1

เทอมแรกกค็อื Incomplete-Basis-Set Correction (IBS) ซึง่เทอมนี้ จะมีประโยชน์ในทฤษฎี Solid
State และแรงชนดินี้กยั็งสอดคล้องกับ Wavefunction Force อกีด้วย (มชี ือ่เรยีกอกีช ือ่วา่ Pulay Force)
ซึง่สมการของแรง IBS นี้จะประกอบไปด้วย Nuclear Gradient ของ Basis Functions และ Effective One-
Particle Hamiltonian ดังนี้

FIBS
I = −

∑
iνµ

(〈
∇Ifν

∣∣HNSC
e − ϵi

∣∣ fµ〉+ 〈fν ∣∣HNSC
e − ϵi

∣∣∇fµ〉) (3.7.7)

แรงทีไ่ด้จาก Nuclear Gradient ของฟงักชั์นคลืน่ เทอมที่ 2

สำหรับแรงทีเ่กดิมาจาก Nuclear Gradient ของฟงักชั์นคลืน่อกีแรงมชี ือ่วา่ Non-Self-Consistency
Correction (NSC) ซึง่มสีมการดังนี้

FNSC
I = −

∫
dr (∇In)

(
V SCF − V NSC

)
(3.7.8)

อธบิายงา่ย ๆ กค็อืแรง NSC นี้จะถกูกำหนดด้วยผลตา่งระหวา่ง Self-Consistent (“Exact”) Potential หรอื
สนาม (Field) V SCF และ Non-Self-Consistent Counterpart V NSC ซึง่กจ็ะเก ีย่วเน ือ่งกับHNSC

e ;n(r)

ซึง่กค็อืความหนาแนน่ประจ ุ (Charge Density) นัน่เอง

โดยสรปุแล้ว ผลรวมของแรงท้ังหมดทีจ่ำเปน็สำหรับการจำลอง [ab initio] Molecular Dynamics น้ัน
มดัีงนี้

FI = FHFT
I + FIBS

I + FNSC
I (3.7.9)

ถ้าหากวา่เราสนใจกรณที ีเ่ราจะต้องคำนวณแรงตามสมการด้านบนนี้ ด้วยวธิ ี Self-Consistency (ซึง่เราไมม่ ี
ทางทีจ่ะใช้ Numerical Method ได้อยา่งแนน่อน) เราพบวา่แรง FNSC

I น้ันจะหายไปและ HSCF
e กจ็ะถกู

คำนวณเพือ่ใช้ในการคำนวณแรง FIBS
I ตอ่ไป
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3.8 การสุม่ตัวอยา่งแบบมปีระสทิธภิาพ

การส ุม่ตัวอยา่งแบบมปีระสทิธภิาพ (Enhanced Sampling) เปน็เทคนคิทีถ่กูพัฒนาขึ้นมาเพือ่แก้ปญัหา
ของการจำลอง MD แบบด้ังเดมิทีใ่ช้เวลานานมาก (Time Consuming) ในการศกึษาระบบเคมสัีกระบบหนึง่
นัน่จงึทำให้วธิกีารจำลอง MD น้ันสามารถจำลองระบบได้ใน Time Scale ทีร่ะยะส้ันมาก ๆ เนือ่งจากวา่เรา
จำเปน็ทีจ่ะต้องใช้ Time Step ทีส้ั่น (ได้เพยีงแคไ่มก่ ี่ Femtoseconds เทา่น้ันเอง) ดังน้ันจงึเปน็การยากที่
จะใช้วธิ ี MD ในการจำลองปรากฏการณท์างเคมขีองระบบทีเ่กดิขึ้นในชว่งระยะเวลา Time Scale ทีน่านกวา่
เชน่ ในระดับ Millisecond

ในการเพิม่ประสทิธภิาพหรอืความเรว็ในการจำลองของ MD เพือ่ให้เราสามารถมองเหน็ปรากฏการณ์
บางอยา่งของระบบทีเ่ราศกึษาได้งา่ยขึ้น เราสามารถทำได้โดยการใช้เทคนคิทีส่ามารถค้นหา Metastable
State ของระบบของเราใน Energy Landscape ได้งา่ยขึ้น ซึง่ส ิง่ท ีเ่ปน็ตัวคัน่ระหวา่ง Metastable State
เหลา่นี้กค็อืพลังงานจลนนั์น่เอง ดังน้ันเราสามารถก้าวข้าม Barrier อันนี้ไปได้โดยการปรับเปลีย่นระบบของเรา
โดยผา่นตัวแปรบางอยา่ง ซึง่ตัวแปรหรอืพารามเิตอร์ท ีว่า่น้ันกค็อืตัวทีก่ำหนด Probability ในการ Identify
ระบบของเรานัน่เอง สำหรับเทคนคิ Enhanced Sampling ทีเ่ราต้องกำหนด Parameters ทีส่อดคล้องกับ
ระบบของเราขึ้นมาน้ันจะเรยีกวา่ Parameters-based ซึง่ม ีอย ู่ 2 เทคนคิหลัก ๆ ที่ได้ รับความนยิม คอื
Umbrella Sampling (US) และ Metadynamics โดย US น้ันเทคนคิทีจ่ะมกีารใส ่ Bias แบบคงทีเ่ข้าไปให้
กับระบบ สว่น Metadynamics น้ันจะเปน็การใส ่ Bias ทีไ่มค่งที่ (ขึ้นกับเวลาหรอื Time-Dependent) ให้กับ
ระบบแทน

สำหรับในหัวข้อนี้ผมจะขออธบิายเพยีงแคเ่ทคนคิเมตาไดนามกิส์ (Metadynamics)

3.8.1 เทคนคิเมตาไดนามกิส์

เมตาไดนามกิส์ (Metadynamics) เปน็หนึง่ในวธิกีาร Enhanced Sampling ซึง่อาศัยแนวคดิของการ
เตมิพลังงานเข้าไปให้กับระบบเร ือ่ย ๆ (History-Dependent Potential) ซึง่พลังงานทีใ่สเ่ข้าไปน้ันจะอย ูใ่น
รปูของฟงักชั์น Gaussian และเราจะใสพ่ลังงาน Bias Potential เข้าไปเร ือ่ย ๆ ในระหวา่งการจำลองด้วยวธิ ี
MD โดยสมการของ Metadynamics Potential (Bias) น้ันจะเขยีนโดยให้อย ูใ่นรปูของผลรวมของ Gaussian
Function ดังนี้

Vbias (ξ⃗, t) =
∑
kτ<t

W (kτ) exp

(
−

d∑
i=1

(ξi − ξ
(0)
i (kτ))2

2σ2
i

)
(3.8.1)

โดยที่ ξ = {ξ1, ξ2, . . . } คอื Collective Variables (CV) ซึง่เปน็พารามเิตอรท์ ีผ่ ู้ใช้งาน Metadynamics
น้ันจะต้องกำหนดเอง โดย ξ น้ันจะเปน็ตัวกำหนด Sampling Direction และ Reaction Coordinates ที่
Bias Potential น้ันจะถกูใสเ่ข้าไป
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เม ือ่เราทำการจำลอง MD พร้อมกับการ Sampling ด้วยวธิ ี Metadynamics เราจะได้สมการ Equation
of Motion ทีม่กีารรวมแรงจาก MD และแรงจาก Metadynamics เข้าด้วยกัน ดังนี้

Mi
d2ri
dt2

= FMD ,i (ri)− Fbias ,i (ri) (3.8.2)

= −∂V (R)

∂ri
− ∂Vbias (ξ)

∂ξ

∂ξ

∂ri
. . . (3.8.3)

โดยที่Mi คอืมวลของอะตอม i, ri คอืตำแหนง่ของอะตอม, และ t คอืเวลา

การกำหนด CV สำหรับการรันการคำนวณ Metadynamics น้ันสำคัญมาก ๆ โดย CV ทีเ่รากำหนดน้ัน
จะต้องสอดคล้องกับปรากฏการณท์างเคมที ีเ่ราสนใจ และ CV น้ันจะต้องเปน็ฟงักชั์นทีส่ามารถแยกสถานะเร ิม่
ต้นและสถานะสิ้นสดุของโมเลกลุได้อยา่งชัดเจน หรอืทีเ่รยีกวา่ Metastable State ตัวอยา่งเชน่ ถ้าหากวา่เรา
อยากจะจำลอง MD ของปฏกิริยิาการสร้างพันธะระหวา่งโมเลกลุ 2 โมเลกลุ สถานะต้ังต้น (Reactant State)
กับสถานะผลติภัณฑ์ (Product State) กค็อื Metastable State ทีเ่ราสนใจ ซึง่พารามเิตอร์หรอืฟงักชั์นที่
เหมาะสมทีจ่ะถกูนำมาใช้เปน็ CV ในกรณนี ี้กค็อืความยาวพันธะ (Bond Distance) ระหวา่งอะตอมของท้ัง 2
โมเลกลุนัน่เอง

ตัวเลอืกของ CV น้ันมหีลากหลายฟงักชั์น โดยพารามเิตอรท์ ีเ่ราจะสามารถใช้ได้น้ันจะต้องเปน็ฟงักชั์นที่
ขึ้นกับตำแหนง่ของอะตอมด้วย

ความยาวพันธะ (Bond Distance):
ξdist = |rG1 − rG2 | (3.8.4)

มมุพันธะ (Bond Angle):
ra = rG1 − rG2

rb = rG1 − rG3

rc = rG2 − rG3

ξangle = cos−1

(
r2a + r2c − r2b
2|ra||rc|

)

มมุบดิ (Torsion Angle):
ra = rG4 − rG3

rb = rG3 − rG3

rc = rG2 − rG2

rd = rG1 − rG2

ξtorsion = cos−1

(
(ra × rb) · (rc × rd)

|ra × rb)||(rc × rd|

)
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Adjacency matrix (Smooth Function):

ξA =
1−

(
|ri−rj |
r0

)n
1−

(
|ri−rj |
r0

)m (3.8.5)

สำหรับโปรแกรมคำนวณ Metadynamics น้ันผ ู้อา่นสามารถศกึษาได้จากโค้ดด้านลา่ง (ภาษา Python)
โดยเปน็โค้ดของ Metadynamics อยา่งงา่ย (กรณี 1 มติ)ิ� �
1 import numpy as np
2
3
4 def energy(h, w, xyz, x, nbump):
5 """
6 The sum of Gaussian with height h and
7 width w at positions xyz sampled at x.
8 Use distance matrices to maintain
9 rotational invariance.

10
11 Args :
12 h : height
13 w: width
14 xyz : bumps x N x 3 tensor
15 x : (n X 3) tensor representing the point
16 at which the energy is sampled
17 nbump : the number of bumps
18 """
19
20 xshp = np.shape(x)
21 nx = xshp[0]
22 Nzxyz = np.slice(xyz, [0, 0, 0], [nbump, nx, 3])
23 Ds = distances(Nzxyz)
24 Dx = distances(x)
25 w2 = np.square(w)
26 rij = Ds - np.tile(np.reshape(Dx, [1, nx, nx]), [nbump, 1,

1])
27 ToExp = np.einsum("ijk,−ijk>i", rij, rij)
28 ToSum = -1.0 * h * np.exp(-0.5 * ToExp / w2)
29 return -1.0 * np.reduce_sum(ToSum, axis=0)
30
31
32 def force(energy, x):
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33 return np.gradient(energy, x)
34
35
36 def distances(r):
37 """
38 Calculat edistance matrices
39 """
40 rm = np.einsum("ijk,ijk->ij", r, r)
41 rshp = np.shape(rm)
42 rmt = np.tile(rm, [1, rshp[1]])
43 rmt = np.reshape(rmy, [rshp[0], rshp[1], rshp[1]])
44 rmtt = np.transpose(rmp, perm=[0, 2, 1])
45 D = rmt - 2 * np.einsum("ihk,ilk->ijl", r, r) + rmtt +

np.cast(1e-28, np.float64)
46 return np.sqrt(D)� �
3.9 แบบฝกึหัด

1. เขยีนโปรแกรมสำหรับจำลองระบบอะตอมเดีย่วด้วยวธิ ี Born-Oppenheimer Molecular Dynam-
ics อยา่งงา่ย

2. เขยีนโปรแกรม Metadynamics สำหรับจำลองระบบโมเลกลุแบบ 1 มติด้ิวยภาษา C++

3. เขยีนโปรแกรม Metadynamics สำหรับจำลองระบบโมเลกลุแบบ 2 มติ ิ (ใช้ภาษาอะไรกไ็ด้และ
สามารถประยกุตจ์ากโปรแกรมตัวอยา่งได้)
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การพัฒนาซอฟตแ์วรส์ำหรับเคมเีชงิคำนวณ

4.1 การเขยีนโปรแกรมทางเคมเีชงิคำนวณ

ถ้าหากผ ู้ อา่นอยากจะศกึษาการเขยีนโปรแกรมทางเคมีเชงิคำนวณจะเร ิม่ ยังไงด ี เชน่ ต้องการเขยีน
โปรแกรม Density Functional Theory (DFT) หรอื Implement วธิ ีโครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิส์ (Elec-
tronic Structure) ผมขอให้ความเหน็อยา่งนี้ครับวา่การจะทีเ่ขยีนโปรแกรมทางเคมคีำนวณขึ้นมาสักโปรแกรม
หนึง่ น้ันใช้เวลามากพอสมควรเพราะวา่ม ีรายละเอยีดทีซั่บซ้อนมาก (เวลาทีใ่ช้ในการเขยีนน้ันขึ้นอย ูกั่บวา่
เขยีนคนเดยีวหรอืชว่ยกันเขยีนหลายคน) ดังน้ันผมแนะนำวา่สำหรับผ ู้ท ีเ่พ ิง่เร ิม่ต้นการเขยีนโปรแกรมทาง
วทิยาศาสตร์ควรศกึษาจากโปรแกรมมาตรฐานทีไ่ด้รับความนยิมอย ูแ่ล้ว ผมไมไ่ด้บอกวา่ห้ามเขยีนโปรแกรม
ใหมเ่องแบบเร ิม่จากศนูย์หรอื From Scratch แตถ้่าหากวา่เราเร ิม่ต้นเรยีนร ู้จากโปรแกรมทีไ่ด้รับความนยิม
และใช้งานกันอยา่งแพรห่ลายอย ูแ่ล้วกม็ข้ีอดดัีงนี้

• ประหยัดเวลา ไมต้่องมานัง่ศกึษาหรอืเขยีนโค้ดใหมเ่องท้ังหมด

• ได้เรยีนร ู้วธิกีารเขยีนโค้ดทีม่ปีระสทิธภิาพจากนักพัฒนาคนอืน่ ๆ

• เปน็การตอ่ยอดและพัฒนาโปรแกรมน้ัน ๆ ให้ดขีึ้นไปอกีเพราะเราไมจ่ำเปน็ต้องมา “Reinvent the
Wheel”1

• เปน็การสร้างเครอืขา่ยนักวจัิยและความรว่มมอืทางวชิาการในระดับนานาชาติ

อยา่งไรกต็ามถ้าหากใครอยากจะเร ิม่เขยีนโปรแกรมเองน้ัน (ไมจ่ำเปน็ต้องเปน็ DFT อยา่งเดยีว แตร่วมถงึวธิ ี
การจำลองทางคอมพวิเตอร์อ ืน่ ๆ ด้วย เชน่ Molecular Dynamics หรอื Monte Carlo) กม็ข้ีอดหีลายข้อ
เหมอืนกัน ดังนี้

1คอืการพยายามทำสิง่ท ีค่นอืน่ได้ทำเอาไว้ดอีย ูแ่ล้วใหมต้ั่งแตต้่น ซึง่เปน็อะไรทีเ่สยีเวลาและเสยีทรัพยากรณ์ โดยไมค่ ุ้มคา่เอา
เสยีเลย
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• ได้ทำความเข้าใจการเขยีนโปรแกรมอ้างองิตามสมการทาง Electronic Structure
• ฝกึทักษะการเขยีนโปรแกรมสำหรับการคำนวณทางวทิยาศาสตรแ์ละได้เรยีนร ู้เทคนคิการประมาณคา่

เชงิตัวเลข
• ได้ออกแบบโปรแกรมเองและ Implement วธิใีหม ่ ๆ ทีโ่ปรแกรมอืน่ไมม่ ี

• ตอ่ยอดเปน็โปรแกรมในรปูแบบเชงิพานชิย์ได้เพราะวา่มโีปรแกรมทางเคมคีำนวณหลาย ๆ โปรแกรม
ทีข่าย License

ประเดน็หรอืคำถามสำคัญคอื “ถ้าหากอยากจะเร ิม่ศกึษาโค้ดของวธิกีารคำนวณทางเคมคีวอนตัม เชน่
โปรแกรม Density Functional Theory (DFT) ด ี ๆ สักตัวนงึจะเร ิม่จากไหนด?ี” ความเหน็ของผมคอืแนะนำ
ให้ศกึษาโปรแกรม PySCF โดยมเีหตผุลดังตอ่ไปนี้

• โปรแกรมมปีระสทิธภิาพสงู ทำงานได้เรว็และให้ผลการคำนวณทีถ่กูต้องและแมน่ยำและยังคำนวณได้
หลากหลายวธิ ี

• มผี ู้ใช้งานเยอะเนือ่งจากวา่โปรแกรม PySCF น้ันสามารถตดิต้ังและใช้งานได้งา่ย เตรยีมไฟล์ Input ได้
ไมย่ ุง่ยาก

• PySCF เขยีนด้วย Python เกอืบท้ังหมด (87% เขยีนด้วย Python, 12% เปน็ภาษา C กค็อืพวก
ไลบราร ีต่า่ง ๆ ทีเ่อามาคำนวณในสว่นที่ Python อาจจะคำนวณได้ช้า) ดังน้ันจงึงา่ยตอ่การทำความ
เข้าใจ

• มทีมีพัฒนาทีใ่หญแ่ละแขง็แกรง่ ได้รับการสนับสนนุฟเีจอรแ์ละแก้ไข Bug อยา่งตอ่เน ือ่ง

จากข้อ 1 ถ้าหากเราต้องการ Implement วธิ ีหรอืเทคนคิใหม ่ ๆ เข้าไปใน PySCF ก็ทำได้งา่ยเพราะวา่
เขยีนด้วยภาษา Python นอกจากนี้ โปรแกรมยังสามารถทำงานด้วย GPU ได้ด้วย (ม ี Plugin พเิศษชือ่วา่
gpu2pyscf) ตัวโค้ดถกูเขยีนและได้รับการปรับปรงุมาเปน็อยา่งด ี (Well-Written) มกีารวางโครงสร้างของ
โปรแกรมทีเ่รยีบร้อย แบง่ Methods ตา่ง ๆ ออกเปน็ Module ทีชั่ดเจนและมกีารจัดวาง Function ทีเ่หมาะ
สม สำหรับผ ู้อา่นทีส่นใจโปรแกรม PySCF กไ็ปดไูด้ท ี่ https://github.com/pyscf/pyscf

เม ือ่เราเลอืกโปรแกรมได้แล้ว ข้ันตอนตอ่ไปกค็อืพยายามทำความเข้าใจทฤษฎขีองหัวข้องานวจัิยทีเ่รา
ต้องการศกึษา พยายามหาวา่เราสามารถพัฒนาวธิน้ัีน ๆ ได้อยา่งไรเพือ่ท ีจ่ะปรับปรงุให้มคีวามถกูต้องในการ
คำนวณมากขึ้นหรอืหากรณที ีท่ฤษฎน้ัีนยังไมค่รอบคลมุ ข้ันตอนตอ่ไปคอืหาวธิกีารแก้ไขปญัหาหรอื Solution
สำหรับการปรับปรงุทฤษฎน้ัีนแล้วเขยีนออกมาเปน็สมการทางคณติศาสตรท์ ีเ่ราจะนำไป Implement ได้ ข้ัน
ตอนตอ่ไปกค็อืการวางแผนการเขยีนโปรแกรมซึง่สามารถทำได้ด้วยการเขยีนโค้ดเทยีมหรอื Pseudo Code
กอ่นทีเ่ราจะ Implement จรงิ ๆ โดยเราจะต้องคดิเก ีย่วกับการวางโครงสร้าง (Structure) ของโปรแกรม
เชน่ แบง่โปรแกรมออกเปน็โปรแกรมยอ่ย ๆ หลายสว่น เชน่ แบง่เปน็ Modules, Functions, Classes, หรอื
Types โดยเราควรจะต้องคำนงึถงึการพัฒนาโปรแกรมตอ่ไปในอนาคตด้วยวา่โปรแกรมของเราน้ันสามารถที่
จะรองรับฟเีจอรใ์หม ่ ๆ ทีนั่กพัฒนาคนอืน่ ๆ จะเข้ามาชว่ยพัฒนาเพิม่เตมิได้

หลังจากทีเ่รา Implement เข้าไปในโปรแกรมเสรจ็เรยีบร้อยแล้วเราควรจะต้องมกีารตรวจสอบการ
ทำงานของโปรแกรมหรอืฟงักชั์นตา่ง ๆ อยา่งสมำ่เสมอเพือ่ตรวจสอบคา่ทีไ่ด้จากคำนวณวา่มคีวามถกูต้องและ

https://github.com/pyscf/pyscf
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มคีวามสมเหตสุมผลมากน้อยแคไ่หน เมือ่ได้คา่การคำนวณทีถ่กูต้องแล้วข้ันตอนสดุท้ายกค็อืการปรับปรงุหรอื
ทำความสะอาดโค้ดให้มปีระสทิธภิาพและอา่นได้งา่ยขึ้น ในข้ันตอนนี้ เราสามารถเรยีนร ู้ได้จากการศกึษาโค้ดที่
นักพัฒนาคนอืน่เขยีนไว้กไ็ด้วา่เขาเขยีนอยา่งไร ใช้วธิหีรอืเทคนคิอะไรทีท่ำให้โค้ดรันได้เรว็และมปีระสทิธภิาพ
นอกจากนี้ ยังมสี ิง่อ ืน่ ๆ ทีเ่ราควรจะต้องทำด้วย เชน่ เขยีน Comment หรอืทำเอกสารประกอบการใช้งาน
(Documentation) เพือ่ท ี่วา่ ตัวเราเองหรอืนักพัฒนาคนอืน่ ๆ ทีม่าอา่นหรอืแก้ไขโค้ดของเราน้ันสามารถ
ทำความเข้าใจโค้ดได้งา่ยและไมต้่องมานัง่ศกึษาเองจากศนูย์

4.2 การวางโครงสร้างโปรแกรม

การทีเ่ราจะเขยีนโปรแกรมคำนวณทางวทิยาศาสตร์น้ันควรทีจ่ะต้องมกีารวางแผนให้ดเีพราะวา่เม ือ่เรา
เขยีนโค้ดไปเร ือ่ย ๆ ตัวโปรแกรมของเรากจ็ะมขีนาดทีใ่หญข่ึ้นและมคีวามซับซ้อนมากขึ้นด้วย ดังน้ันการวาง
โครงสร้างของโปรแกรมเพือ่ให้รองรับฟงักชั์นหรอืฟเีจอร์ใหม ่ ๆ ทีอ่าจจะมกีารเขยีนโค้ดเพิม่เข้ามาน้ันชว่ยให้
โปรแกรมน้ันมคีวามเปน็ระเบยีบและงา่ยตอ่การ Maintenance และไมส่ร้างความปวดหัวให้กับนักพัฒนาคน
อืน่ ๆ ทีอ่าจจะเข้ามาพัฒนาโปรแกรมของเราตอ่ (อาจจะสร้างความปวดหัวแตก่ไ็มเ่ยอะเทา่กับโปรแกรมทีม่ ี
การวางโครงสร้างทีไ่มด่)ี

ผมขอยกตัวอยา่งโปรแกรม CP2K ซึง่เปน็โปรแกรมทีผ่มใช้ในงานทำวจัิย ตัว Source Code ของ CP2K
น้ันจะมโีฟลเดอร์ตา่ง ๆ เชน่ src/ , docs/ , tests/ , หรอื tools/ ซึง่โฟลเดอร์เหลา่น ี้ เกบ็ไฟล์ท ี่
มหีน้าทีแ่ตกตา่งกันออกไป แตโ่ฟลเดอรท์ ีน่า่จะสำคัญทีส่ดุกค็อื src/ ซึง่เกบ็ไฟลโ์ค้ดการทำงานหลักของตัว
โปรแกรมเอาไว้ สว่นโฟลเดอรอ์ ืน่ ๆ เชน่ test/ เปน็โฟลเดอรท์ ีเ่กบ็ไฟลอ์นิพตุ (Input) และเอาตพ์ตุ (Out-
put) ทีไ่ว้ใช้สำหรับการทดสอบโปรแกรมและเปรยีบเทยีบกับคา่ผลลัพธ์จากการคำนวณอ้างองิ โดยเฉพาะ
เวลาทีนั่กพัฒนา (Developers) น้ันแก้ไขตัวโปรแกรมและทำการคอมไพล์โปรแกรมใหมก่จ็ะได้มคีา่เปรยีบ
เทยีบทีย่นืยันได้วา่โปรแกรมยังให้ผลการคำนวณทีถ่กูต้อง ตัวโฟลเดอร์ src/ น้ันบางโปรแกรมกม็ขีนาด
หลายร้อยเมกะไบต์หรอืบางโปรแกรมกม็หีลายกกิะไบต์ ขึ้นอย ูกั่บวา่ตัวโปรแกรมน้ันซับซ้อนมากแคไ่หน ซึง่
ความซับซ้อนของโปรแกรมน้ันอาจจะวัดได้งา่ย ๆ จากจำนวนของ Features หรอืความสามารถของโปรแกรม
ทีค่ำนวณได้ (นับจำนวนวธิที ีค่ำนวณได้กไ็ด้) นอกจากนี้ เรายังดไูด้จากความซับซ้อนของการ Implementa-
tion เชน่ ถ้าโปรแกรมสามารถทำงานแบบขนาด (Parallel) บน Distributed Cluster ได้นัน่หมายความวา่
โค้ดของโปรแกรมน้ันจะต้องมีการถกูปรับ (Optimized) ให้รองรับวธิ ี OpenMP หรอื Message-Passing
Interface (MPI) ซึง่ก ็จะ ซับซ้อนกวา่ โค้ดของโปรแกรมทัว่ไป นอกจากนี้ แล้ว ยังม ีอกีหนึง่ เหตผุลนัน่ก ็คอื
โปรแกรมน้ันใช้ Packages หรอื Library อืน่มากน้อยแคไ่หน เพราะวา่ในปจัจบัุนน้ันการพัฒนาโปรแกรม
ทางวทิยาศาสตร์โดยเฉพาะเคมคีวอนตัมน้ันเรากมั็กจะไมไ่ด้เขยีนสว่นประกอบตา่ง ๆ ของโปรแกรมเองใหม ่
ท้ังหมด (หรอืทีเ่รยีกวา่เขยีนแบบเร ิม่จากศนูย์หรอื From Scratch เลย) นัน่กเ็พราะวา่แตล่ะสว่นหรอืองค์
ประกอบของการคำนวณน้ันมคีวามซับซ้อนมาก ดังน้ันจงึมนัีกวจัิยทีส่ร้าง Library สำหรับการคำนวณบาง
อยา่งไว้ให้เราแล้วซึง่เรากส็ามารถหยบิมาใช้ได้เลย การคำนวณบางอยา่งทีม่คีวามซับซ้อนน้ัน เชน่ การคำนวณ
Matrix Multiplication หรอืการคำนวณ One-Electron Integral และ Two-Electron Integral รวมไปถงึ
Library เฉพาะทาง เชน่ Library ทีม่ชีดุฟงักชั์นของ Functionals สำหรับการคำนวณ DFT ให้เรานำมาใช้
งานได้เลย เรยีกได้วา่ทำให้ชวีตินักเคมทีฤษฎที ีต้่องพัฒนาโปรแกรมน้ันน้ันประหยัดเวลาชวีติไปได้เยอะมาก
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โปรแกรม CP2K ซึง่เปน็อกีหนึง่โปรแกรมทีถ่กูพัฒนาขึ้นโดยใช้ประโยชน์จาก Library อืน่ ๆ มโีครงสร้างตาม
ภาพด้านลา่ง

ภาพ 4.1 ไลบราร ีท่ ีโ่ปรแกรม CP2K ใช้ในการชว่ยคำนวณ

ผมจะอธบิาย Library ทีส่ำคัญ ๆ บางอันที่ CP2K ใช้ ดังนี้

GNU แนน่อนวา่เราต้องคอมไพล์ Source Code ดังน้ันเราจะต้องใช้ตัวคอมไพล์ (Compiler) ซึง่ CP2K เลอืก
ใช้ GNU เปน็ Compiler

OpenBLAS กับ ScaLAPACK สำหรับ Linear Algebraic Calculation เชน่ Matrix-vector, Matrix-matrix
Multiplication

MPICH อยากจะรันโปรแกรมแบบขนานโดยใช้ MPI กต้็องหา Implementation ทีจ่ะมารันโค้ดของเรา ซึง่
MPICH กเ็ปน็หนึง่ใน Implementation ของ MPI ที่ CP2K เลอืกใช้

FFTW สำหรับทำฟเูรยีร์ทรานฟอรม์ในการคำนวณ DFT หรอืแปลงจาก Real Space ไปเปน็ Reciprocal
Space สำหรับการคำนวณ Electrostatics โดยใช้ Plane Wave Electron Density

LIBXC เปน็ Library ทีใ่ห้เราสามารถนำ DFT Functional มาใช้ได้เลยโดยไมต้่อง Implement เอง

สรปุกค็อืจะเหน็ได้วา่การเขยีนโค้ดของโปรแกรมเคมคีวอนตัมน้ันมคีวามซับซ้อนมากดังน้ันเรามสีองทาง
เลอืกคอื

1. ใช้ Library ทีม่อีย ูแ่ล้วสำหรับการทำงานเฉพาะจดุ

2. เขยีนโค้ดท้ังหมดเองเลย
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แนน่อนวา่ถ้าเราเลอืกวธิแีรกกจ็ะประหยัดเวลาไปได้เยอะมากและเวลาทีเ่ราคอมไพล์โปรแกรมกข็อแค ่
Link กับ Library ตา่ง ๆ กรั็นโปรแกรมได้แล้วและทำให้ขนาดของตัวโปรแกรมของเรา (ขนาดของ Binary
Files) น้ันมขีนาดไมใ่หญม่ากเกนิไปด้วย (เชน่หลักสบิ-ร้อยเมกะไบต)์

อยา่งไรกต็ามโปรแกรมสำหรับจำลองระบบโมเลกลุหลาย ๆ โปรแกรมกไ็มไ่ด้ใช้ Library เหลา่นี้ และ
เลอืกใช้วธิ ีท ี่ 2 ก ็คอืการเขยีนโค้ดสำหรับการคำนวณสว่นตา่ง ๆ เองเลยเนือ่งด้วยเหต ุหลายข้อ เชน่ การ
เขยีนโค้ดท้ังหมดภายใน Framework โปรแกรมเดยีวกันน้ันจะทำให้โค้ดมปีระสทิธภิาพและทำงานรว่มกันได้
ด ี (Compatibility), งา่ยตอ่การดแูลรักษาและปรับปรงุโค้ดเพราะวา่ Developers น้ันร ู้และเข้าใจการทำงาน
ของโค้ดท้ังหมด, ถงึแม้วา่โปรแกรมทีเ่ขยีนโค้ดท้ังหมดเองเม ือ่ถกูคอมไพลแ์ล้วจะได้ออกมาเปน็ Binary File ที่
มขีนาดน้ันใหญม่าก ๆ เชน่ หลายกกิะไบต์ แตว่า่กม็คีวามคลอ่งตัวในการใช้งานเพราะวา่ไมต้่องตดิต้ัง Library
อืน่ ๆ เพิม่เตมิ

นอกจากนี้แล้วการทีใ่ช้ Library หลาย ๆ ตัวแบบนี้กม็จีดุออ่นบางข้อทีเ่ราควรจะต้องร ู้ไว้นัน่กค็อืการ
เข้ากันได้ (Compatibility) ระหวา่ง Library หรอืเวอรชั์นซึง่กอ็าจจะทำให้เราปวดหัวได้ถ้าหากวา่ Library
บางตัวมกีารอัพเดทเวอรชั์นใหมแ่ล้ว Conflict กับ Library ตัวอืน่

4.3 ทักษะและเครือ่งมอืสำหรับการเขยีนโปรแกรมคำนวณทางวทิยาศาสตร์

ภาษาคอมพวิเตอร์

• ภาษาสครปิต์ (Scripting Language): Bash, Python

• ภาษาระดับลา่งทีเ่ปน็ Object-Oriented Programming: C++, Fortran

• ภาษาเชงิสัญลักษณ์ (Symbolic Programming): Mathematica, SymPy

โปรแกรมสำหรับการเขยีนโค้ด

• Vi/Vim, Nano

• VS Code, Atom, Eclipse, Sublime, Notepad++

พื้นฐานการเขยีนโปรแกรม

• ชนดิของตัวแปร (Variable Types)

• ตัวดำเนนิการหรอืโอเปอรเ์รเตอร์ (Operator)

• Control Statements เชน่ For, Do, If-Else, Case

• ฟงักชั์น (Function)
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• Vairable Scope และ Reference Types

• คลาส (Class) และวัตถ ุ (Objects)

ภาษาคอมพวิเตอรร์ะดับลา่ง

ภาษา C

• Function, Pointer, Storage Class

• Enum, Struct, Union

• Preprocessor

• Operator, Memory Management, Array

• การจัดการไฟล์ (File Handling)

ภาษาคอมพวิเตอรร์ะดับสงู

ภาษา Python

• Pip และ Conda: ตัวชว่ยจัดการไลบราร ีข่อง Python

• NumPy: จัดการและคำนวณ Array (เวกเตอร,์ เมทรกิซ)์

• Numba: JIT Compiler สำหรับ NumPy

• Jax: ทำ Autograd (Gradient Comptuation) สำหรับ NumPy Array

• SciPy: ไลบราร ีท่ ีร่วมรวบฟงักชั์นทางคณติศาสตรแ์ละวทิยาศาสตร์

• Scikit-learn: ไลบราร ีส่ำหรับทำสถติ,ิ Optimization, และ Curve Fitting รวมถงึ Machine Learn-
ing

• Matplotlib, Plotly: พลอตกราฟ

• Theano: คำนวณเชงิตัวเลข (Numerical Computation)

• SCOOP: โมดลูสำหรับการทำโปรแกรมแบบขนาน (Parallel Programming)

• NetworkX: ไลบราร ีส่ำหรับ Graph

ภาษา C++

• Type of variable: ‘signed‘, ‘unsigned‘, ‘long‘, ‘double‘ และอืน่ ๆ

• Loops, Conditional Statement
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• Standard libraries: ‘vector‘, ‘rand‘

• เข้าใจ header (‘.hpp‘) และ Source File (.cpp or .cc)

• Preprocessor (#if, #ifdef, #ifndef, #define, etc.)

• Function, Class, Struct, Template

• Declaration

• Namespace, Const, Attribute, Pointer, Pass by Reference, ‘static_assert‘

• Initialization

• Casting, Lambda Expression, Encapsulation, File Handling, Exception Handling

ภาษา Fortran

• เรยีนร ู้ภาษา Fortran ทีเ่ปน็ Modern Fortran ต้ังแตเ่วอรชั์น 2003 เปน็ต้นไป

• โมดลู (Module), โปรแกรมยอ่ยหรอืซับรทูนี (Subroutine), ฟงักชั์น (Function)

• Array ท้ังแบบทีป่รับเปลีย่นได้ (Allocatable) และแบบหลายมติ ิ (Multidimentional)

• Operator Overloading, Flow control

• Derived Type

• Callback

• การเขยีนโปรแกรมเชือ่มโยงกับภาษาอืน่ เชน่ Python หรอื C++

• การใช้ GNU Library ในการคอมไพล์

• การจัดการหนว่ยความจำ (Memory Allocation): Stack, Heap, Global Memory

ไลบราร ีส่ำหรับการคำนวณทางคณติศาสตร์

• BLAS (OpenBLAS)

• LAPACK: สำหรับคำนวณ Linear Algebra

• ScaLAPACK: เปน็ LAPACK สำหรับซปุเปอรค์อมพวิเตอร์

• Intel MKL (Intel oneAPI)

• FFTW: สำหรับคำนวณ Discrete Fourier Transform ในหนึง่มติหิรอืมากกวา่หนึง่มติกิไ็ด้

• Eigen: สำหรับคำนวณ Linear Algebra
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• Boost: ไลบราร ีท่ ีร่วบรวมฟงักชั์นตา่ง ๆ สำหรับชว่ยเขยีนโปรแกรมภาษา C++ เชน่ regex, serial-
ization

เคร ือ่งมอืชว่ยการพัฒนาซอฟตแ์วร์

• การทำ Code Optimization

• การทำ Benchmarking และ Scaling

• ความซับซ้อนเชงิการคำนวณ (Computational Complexity)

• Static และ Dynamic Libraries

• คอมไพเลอร์ Compiling (g++, gcc) และ Linking (ld)

• เคร ือ่งมอืสำหรับชว่ยการคอมไพลโ์ค้ด: autoconf, configure, make, cmake, automake

• เคร ือ่งมอืสำหรับชว่ยการ Debug: gdb สำหรับการ Debug ทัว่ไปและ Valgrind สำหรับการวเิคราะห์
Memory Leak

• การทำ Source Code Control: Git (GitHub และ GitLab)

• การทำ Documentation: Sphinx (สำหรับ markdown และ reStructuredText), Doxygen

ไลบราร ีส่ำหรับเคมคีวอนตัม

• libxc: ไลบราร ีท่ ีร่วบรวม XC Function สำหรับ DFT ซึง่เราสามารถนำมาใช้งานได้เลย

• libint: ไลบราร ีท่ ีช่ว่ยในการคำนวณ Gaussian Integrals

• libcint: ไลบราร ีท่ ีช่ว่ยในการคำนวณ GTO Integrals

4.4 เขยีนโปรแกรมวเิคราะห์ Molecular Geometry (ภาษา C++)

โปรแกรมแรกทีผ่ ู้อา่นจะได้ศกึษาและฝกึเขยีนตามกค็อืโปรแกรมสำหรับวเิคราะหเ์รขาคณติเชงิโครงสร้าง
Structural Geometry ของโมเลกลุ โดยเราจะใช้ภาษา C++ กันครับ ซึง่ภาษา C++ น้ันเปน็ภาษาที่ม ี
ประสทิธภิาพสงูมากและถกูใช้อยา่งแพรห่ลายในการทำงานวจัิยเคมคีวอนตัม (รวมถงึสาขาอืน่ ๆ ด้วย) และ
โปรแกรมสำหรับการวเิคราะหอั์นนี้ไมม่คีวามซับซ้อนมาก

Step 1: อา่นไฟล์ Coordinates
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� �
1 #include <iostream>
2 #include <fstream>
3 #include <iomanip>
4 #include <cstdio>
5
6 using namespace std;
7
8 int main()
9 {

10 ifstream input("geom.dat");
11
12 int natom;
13 input >> natom;
14
15 int *zval = new int[natom];
16 double *x = new double[natom];
17 double *y = new double[natom];
18 double *z = new double[natom];
19
20 for(int i=0; i < natom; i++)
21 input >> zval[i] >> x[i] >> y[i] >> z[i];
22
23 input.close();
24
25 cout << "Number of atoms: " << natom << endl;
26 cout << "Input Cartesian coordinates:\n";
27 for(int i=0; i < natom; i++)
28 printf("%d %20.12f %20.12f %20.12f\n", (int) zval[i], x[i],

y[i], z[i]);
29
30 delete[] zval;
31 delete[] x; delete[] y; delete[] z;
32
33 return 0;
34 }� �

จากตัวอยา่งโค้ดด้านบนน้ันเร ิม่การทำงานด้วยการอา่นไฟล์ Coordinates ของอะตอมในโมเลกลุซึง่ม ี
หนว่ยคอื bohr โดยผ ู้อา่นอาจจะลองใช้ตัวอยา่งโมเลกลุเลก็ ๆ เชน่ Acetaldehyde ซึง่ม ี Coordinates ดังนี้

7
6 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
6 0.000000000000 0.000000000000 2.845112131228
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8 1.899115961744 0.000000000000 4.139062527233
1 -1.894048308506 0.000000000000 3.747688672216
1 1.942500819960 0.000000000000 -0.701145981971
1 -1.007295466862 -1.669971842687 -0.705916966833
1 -1.007295466862 1.669971842687 -0.705916966833

โดยทีเ่ลข 7 ในบรรทัดแรกน้ันคอืจำนวนอะตอมและบรรทัดทีเ่หลอืน้ันคอืพกัิดตำแหนง่ x, y, z ของอะตอม
แตล่ะตัว เม ือ่โปรแกรมเปดิไฟล์แล้วส ิง่ท ีจ่ะทำตอ่ไปกค็อืการอา่นข้อมลูแตล่ะบรรทัดและเกบ็ข้อมลูไว้ จรงิ ๆ
แล้วเราสามารถทำให้โค้ดตัวอยา่งอันนี้มคีวามเปน็ระเบยีบมากขึ้นโดยการใช้ Class เชน่ เราสามารถสร้างไฟล์
header ทีช่ ือ่ molecule.h แล้วทำการเรยีกใช้งาน Class ในไฟลโ์ปรแกรม molecule.cpp ได้ดังนี้� �
1 #include "molecule.h"
2 #include <iostream>
3 #include <fstream>
4 #include <iomanip>
5 #include <cstdio>
6
7 using namespace std;
8
9 int main()

10 {
11 Molecule mol("geom.dat", 0);
12
13 cout << "Number of atoms: " << mol.natom << endl;
14 cout << "Input Cartesian coordinates:\n";
15 mol.print_geom();
16
17 return 0;
18 }� �
ทนี ี้ส ิง่ท ีผ่มอยากให้ผ ู้อา่นทำกค็อืลองฝกึเขยีนโค้ดของไฟล์ molecule.h โดยดัดแปลงจากโค้ดด้านบนครับ

Step 2: คำนวณความยาวพันธะ (Bond Lengths)

คำนวณระยะหา่งระหวา่งอะตอม (Interatomic Distances) โดยใช้สมการดังตอ่ไปนี้

Rij =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2 (4.4.1)

โดยที่ x, y, z คอื Cartesian Coordinates และ i กับ j คอืเลข Index ของอะตอม

สำหรับการเขยีนโปรแกรมเพือ่คำนวณ Distance น้ัน เราจะต้องคำนงึถงึการจัดการหนว่ยความจำ
(Memory Allocation) ด้วยเพือ่ให้โปรแกรมน้ันมีประสทิธภิาพมากทีส่ดุซึง่ นัน่ก ็จะเก ีย่วข้องกับการเลอืก
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วธิใีนการเกบ็ข้อมลูของระยะหา่งระหวา่งอะตอม ในการหาความยาวระหวา่งอะตอมของทกุ ๆ ค ูน้ั่นสามารถ
ใช้เมทรกิซ์มาเกบ็ข้อมลูได้ซึง่ขนาดของเมทรกิซ์จะเปน็ N × N โดยที่ N คอืจำนวนอะตอม ในการใช้เม
ทรกิซน้ั์นเราจำเปน็ทีจ่ะต้องจัดสรร (Allocate) หนว่ยความจำซึง่ทำได้สองวธิคีอื

• 1. ใช้ Static Two-Dimensional Array� �
1 double R[50][50];� �

• 2. ใช้ Dynamic Allocation โดยการใช้คลาส Molecule� �
1 double **R = new double* [mol.natom];
2 for(int i=0; i < mol.natom; i++)
3 R[i] = new double[mol.natom];� �

แล้วกอ็ยา่ลมืลบหนว่ยความจำหลังจากทีค่ำนวณเสรจ็แล้วด้วย ดังนี้� �
1 for(int i=0; i < mol.natom; i++)
2 delete[] R[i];
3 delete[] R;� �

ข้ันตอนตอ่ไปกค็อืการสร้างเมทรกิซ์ขึ้นมาซึง่สามารถทำได้โดยใช้ For Loop ในการวนไปเร ือ่ย ๆ ตาม
เลข Index ของอะตอม

แล้วกอ็ยา่ลมืลบหนว่ยความจำหลังจากทีค่ำนวณเสรจ็แล้วด้วย ดังนี้� �
1 ...
2 #include <cmath>
3 ...
4
5 for(int i=0; i < mol.natom; i++) {
6 for(int j=0; j < mol.natom; j++) {
7 R[i][j] =
8 sqrt(
9

(mol.geom[i][0]-mol.geom[j][0])*(mol.geom[i][0]-mol.geom[j][0])
10 +

(mol.geom[i][1]-mol.geom[j][1])*(mol.geom[i][1]-mol.geom[j][1])
11 +

(mol.geom[i][2]-mol.geom[j][2])*(mol.geom[i][2]-mol.geom[j][2])
12 );
13 }
14 }� �
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ลำดับตอ่ไปคอืการแสดงคา่ความยาวทีค่ำนวณได้โดยเรากจ็ะใช้ For Loop เหมอืนเดมิ� �
1 for(int i=0; i < mol.natom; i++)
2 for(int j=0; j < i; j++)
3 printf("%d %d %8.5f\n", i, j, R[i][j]);� �

ข้ันตอนสดุท้ายคอืการทำให้โค้ดน้ันมคีวามเรยีบร้อยและมปีระสทิธภิาพมากขึ้น โดยเราสามารถนำโค้ด
ด้านบนทีเ่ราได้เขยีนไว้สร้างเปน็ฟงักชั์นใหมท่ ีช่ ือ่วา่ bond() ในคลาส Molecule ได้ดังนี้� �
1 double Molecule::bond(int a, int b)
2 {
3 return sqrt( (geom[a][0]-geom[b][0])*(geom[a][0]-geom[b][0])
4 + (geom[a][1]-geom[b][1])*(geom[a][1]-geom[b][1])
5 + (geom[a][2]-geom[b][2])*(geom[a][2]-geom[b][2])

);
6 }� �

แล้วกโ็ปรแกรมของเรากจ็ะมหีน้าตาเปน็แบบนี้� �
1 #include "molecule.h"
2 #include <iostream>
3 #include <fstream>
4 #include <iomanip>
5 #include <cstdio>
6 #include <cmath>
7
8 using namespace std;
9

10 int main()
11 {
12 Molecule mol("geom.dat", 0);
13
14 cout << "Number of atoms: " << mol.natom << endl;
15 cout << "Input Cartesian coordinates:\n";
16 mol.print_geom();
17
18 cout << "\nInteratomic distances (bohr):\n";
19 for(int i=0; i < mol.natom; i++)
20 for(int j=0; j < i; j++)
21 printf("%d %d %8.5f\n", i, j, mol.bond(i,j));
22
23 return 0;
24 }
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� �
ซึง่กจ็ะมเีอาตพ์ตุดังตอ่ไปนี้� �
1 Number of atoms: 7
2 Input Cartesian coordinates:
3 6 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
4 6 0.000000000000 0.000000000000 2.845112131228
5 8 1.899115961744 0.000000000000 4.139062527233
6 1 -1.894048308506 0.000000000000 3.747688672216
7 1 1.942500819960 0.000000000000 -0.701145981971
8 1 -1.007295466862 -1.669971842687 -0.705916966833
9 1 -1.007295466862 1.669971842687 -0.705916966833

10
11 Interatomic distances (bohr):
12 1 0 2.84511
13 2 0 4.55395
14 2 1 2.29803
15 3 0 4.19912
16 3 1 2.09811
17 3 2 3.81330
18 4 0 2.06517
19 4 1 4.04342
20 4 2 4.84040
21 4 3 5.87463
22 5 0 2.07407
23 5 1 4.05133
24 5 2 5.89151
25 5 3 4.83836
26 5 4 3.38971
27 6 0 2.07407
28 6 1 4.05133
29 6 2 5.89151
30 6 3 4.83836
31 6 4 3.38971
32 6 5 3.33994� �
โดยที่ bond() คอื Member Function ของ Molecule ซึง่เราสามารถเรยีกใช้ข้อมลูของ Geometry
(Coordinates) ได้ผา่น geom โดยไมจ่ำเปน็ต้องเรยีกใช้ผา่น mol.geom

Step 3: คำนวณมมุพันธะ (Bond Angles)

เราสามารถคำนวณมมุพันธะทกุมมุทีเ่ปน็ไปได้ท้ังหมดของโมเลกลุ (ระหวา่งอะตอม i, j, k) ϕijk ได้
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ด้วยสมการดังตอ่ไปนี้

cosϕijk = ẽji · ẽjk (4.4.2)

โดยที่ eij คอืเวกเตอรห์นึง่หนว่ย (Unit Vector) ระหวา่งอะตอมซึง่สามารถคำนวณได้ด้วยสมการดังตอ่ไปนี้

exij =
−(xi − xj)

Rij

eyij =
−(yi − yj)

Rij

ezij =
−(zi − zj)

Rij

โดยเราจะสร้างฟงักชั์นสำหรับคำนวณมมุพันธะซึง่ก ็คอื Inverse ของฟงักชั์น Cosine ของสมการที่
(4.4.2) แล้วเพิม่ฟงักชั์นนี้เข้าไปในไฟล์ molecule.cpp ดังน ี้� �
1 // Returns the value of the unit vector between atoms a and b
2 // in the cart direction (cart=0=x, cart=1=y, cart=2=z)
3 double Molecule::unit(int cart, int a, int b)
4 {
5 return -(geom[a][cart]-geom[b][cart])/bond(a,b);
6 }
7
8 // Returns the angle between atoms a, b, and c in radians
9 double Molecule::angle(int a, int b, int c)

10 {
11 return acos(unit(0,b,a) * unit(0,b,c) + unit(1,b,a) *

unit(1,b,c) + unit(2,b,a) * unit(2,b,c));
12 }� �
นอกจากนี้เราจะต้องเพิม่ Declaration ของ Member Function เข้าไปในไฟล์ molecule.h ด้วย ดังนี้� �
1 #include <string>
2
3 using namespace std;
4
5 class Molecule
6 {
7 public:
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8 int natom;
9 int charge;

10 int *zvals;
11 double **geom;
12 string point_group;
13
14 void print_geom();
15 void rotate(double phi);
16 void translate(double x, double y, double z);
17 double bond(int atom1, int atom2);
18 double angle(int atom1, int atom2, int atom3);
19 double torsion(int atom1, int atom2, int atom3, int atom4);
20 double unit(int cart, int atom1, int atom2);
21
22 Molecule(const char *filename, int q);
23 ~Molecule();
24 };� �

แล้วโปรแกรมสำหรับคำนวณมมุพันธะทีส่มบรูณน้ั์นจะมหีน้าตาแบบนี้� �
1 #include "molecule.h"
2 #include <iostream>
3 #include <fstream>
4 #include <iomanip>
5 #include <cstdio>
6 #include <cmath>
7
8 using namespace std;
9

10 int main()
11 {
12 Molecule mol("geom.dat", 0);
13
14 cout << "Number of atoms: " << mol.natom << endl;
15 cout << "Input Cartesian coordinates:\n";
16 mol.print_geom();
17
18 cout << "\nBond angles:\n";
19 for(int i=0; i < mol.natom; i++) {
20 for(int j=0; j < i; j++) {
21 for(int k=0; k < j; k++) {
22 if(mol.bond(i,j) < 4.0 && mol.bond(j,k) < 4.0)
23 printf("%2d-%2d-%2d %10.6f\n", i, j, k,
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mol.angle(i,j,k)*(180.0/acos(-1.0)));
24 }
25 }
26 }
27
28 return 0;
29 }� �
โดยทีเ่ราใช้ acos(-1.0) ในการประมาณคา่ π

เม ือ่เรารันโปรแกรมด้านบนจะได้เอาตพ์ตุแบบนี้� �
1 Number of atoms: 7
2 Input Cartesian coordinates:
3 6 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
4 6 0.000000000000 0.000000000000 2.845112131228
5 8 1.899115961744 0.000000000000 4.139062527233
6 1 -1.894048308506 0.000000000000 3.747688672216
7 1 1.942500819960 0.000000000000 -0.701145981971
8 1 -1.007295466862 -1.669971842687 -0.705916966833
9 1 -1.007295466862 1.669971842687 -0.705916966833

10
11 Bond angles:
12 2- 1- 0 124.268308
13 3- 1- 0 115.479341
14 3- 2- 1 28.377448
15 5- 4- 0 35.109529
16 6- 4- 0 35.109529
17 6- 5- 0 36.373677
18 6- 5- 4 60.484476� �
Step 4: คำนวณมมุบดิ (Torsion หรอื Dihedral Angles)

พารามเิตอร์ลำดับตอ่ไปที่เราจะคำนวณก็คอืมมุบดิ (Torsion Angle) สำหรับมมุบดิของอะตอม 4
อะตอมใด ๆ ในโมเลกลุ i, j, k, l น้ันมสีมการในการคำนวณคอื

cos τijkl =
(ẽij × ẽjk) · (ẽjk × ẽkl)

sin θijk sin θjkl
(4.4.3)

ส ิง่ท ีต้่องระวังในการคำนวณ Torsion Angle กค็อืเคร ือ่งหมายของมมุซึง่จะเปน็บวกหรอืลบน้ันกค็อืขึ้นอย ูกั่บ
วา่เวกเตอรน้ั์นมทีศิทางไปทางไหนเมือ่เทยีบกับระนาบ



บทที่ 4. การพัฒนาซอฟตแ์วรส์ำหรับเคมเีชงิคำนวณ 131

• มมุบดิของอะตอม i− j− k− l เปน็บวกเมือ่เวกเตอรต์ามแนวอะตอม k− l น้ันวางตัวไปทางด้าน
ขวาของระนาบทีส่ร้างจากอะตอม i− j − k เม ือ่มองจากทศิทางของเวกเตอร์ j − k

• มมุบดิของอะตอม i− j − k− l เปน็ลบเมือ่เวกเตอรต์ามแนวอะตอม k− l น้ันวางตัวไปทางด้าน
ซ้ายของระนาบทีส่ร้างจากอะตอม i− j − k เม ือ่มองจากทศิทางของเวกเตอร์ j − k

โปรแกรมสำหรับคำนวณ Torsion Angle น้ันมดัีงนี้ เร ิม่ต้นด้วยการสร้าง Member Function ของ
คลาส Molecule� �
1 // Computes the angle between planes a-b-c and b-c-d
2 double Molecule::torsion(int a, int b, int c, int d)
3 {
4 double eabc_x = (unit(1,b,a)*unit(2,b,c) -

unit(2,b,a)*unit(1,b,c));
5 double eabc_y = (unit(2,b,a)*unit(0,b,c) -

unit(0,b,a)*unit(2,b,c));
6 double eabc_z = (unit(0,b,a)*unit(1,b,c) -

unit(1,b,a)*unit(0,b,c));
7
8 double ebcd_x = (unit(1,c,b)*unit(2,c,d) -

unit(2,c,b)*unit(1,c,d));
9 double ebcd_y = (unit(2,c,b)*unit(0,c,d) -

unit(0,c,b)*unit(2,c,d));
10 double ebcd_z = (unit(0,c,b)*unit(1,c,d) -

unit(1,c,b)*unit(0,c,d));
11
12 double exx = eabc_x * ebcd_x;
13 double eyy = eabc_y * ebcd_y;
14 double ezz = eabc_z * ebcd_z;
15
16 double tau = (exx + eyy + ezz)/(sin(angle(a,b,c)) *

sin(angle(b,c,d)));
17
18 if(tau < -1.0) tau = acos(-1.0);
19 else if(tau > 1.0) tau = acos(1.0);
20 else tau = acos(tau);
21
22 // Compute the sign of the torsion
23 double cross_x = eabc_y * ebcd_z - eabc_z * ebcd_y;
24 double cross_y = eabc_z * ebcd_x - eabc_x * ebcd_z;
25 double cross_z = eabc_x * ebcd_y - eabc_y * ebcd_x;
26 double norm = cross_x*cross_x + cross_y*cross_y +

cross_z*cross_z;
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27 cross_x /= norm;
28 cross_y /= norm;
29 cross_z /= norm;
30 double sign = 1.0;
31 double dot =

cross_x*unit(0,b,c)+cross_y*unit(1,b,c)+cross_z*unit(2,b,c);
32 if(dot < 0.0) sign = -1.0;
33
34 return tau*sign;
35 }� �

แล้วเรากเ็รยีกใช้ฟงักชั์นใหมท่ ีเ่ราเพิง่สร้างไว้ในโปรแกรมหลักของเราได้ดังนี้� �
1 #include <iostream>
2 #include <fstream>
3 #include <iomanip>
4 #include <cstdio>
5 #include <cmath>
6 #include "molecule.h"
7
8 using namespace std;
9

10 int main()
11 {
12 Molecule mol("geom.dat", 0);
13
14 cout << "Number of atoms: " << mol.natom << endl;
15 cout << "Input Cartesian coordinates:\n";
16 mol.print_geom();
17
18 cout << "\nTorsional angles:\n";
19 for(int i=0; i < mol.natom; i++) {
20 for(int j=0; j < i; j++) {
21 for(int k=0; k < j; k++) {
22 for(int l=0; l < k; l++) {
23 if(mol.bond(i,j) < 4.0 && mol.bond(j,k) < 4.0 &&

mol.bond(k,l) < 4.0)
24 printf("%2d-%2d-%2d-%2d %10.6f\n", i, j, k, l,

mol.torsion(i,j,k,l)*(180.0/acos(-1.0)));
25 }
26 }
27 }
28 }
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29
30 return 0;
31 }� �
เม ือ่เรารันโปรแกรมด้านบนเราจะได้เอาตพ์ตุดังนี้� �
1 Number of atoms: 7
2 Input Cartesian coordinates:
3 6 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
4 6 0.000000000000 0.000000000000 2.845112131228
5 8 1.899115961744 0.000000000000 4.139062527233
6 1 -1.894048308506 0.000000000000 3.747688672216
7 1 1.942500819960 0.000000000000 -0.701145981971
8 1 -1.007295466862 -1.669971842687 -0.705916966833
9 1 -1.007295466862 1.669971842687 -0.705916966833

10
11 Torsional angles:
12 3- 2- 1- 0 180.000000
13 6- 5- 4- 0 36.366799� �
Step 5: คำนวณจดุศนูยก์ลางมวล มมุบดิ (Center of Mass)

แบบฝกึหัด: ให้ลองเขยีนโปรแกรมคำนวณจดุศนูยก์ลางมวลของโมเลกลุ โดยสมการทีใ่ช้ในการคำนวณน้ัน
สามารถดไูด้จาก Wikipedia ครับ

เฉลย� �
1 #include "molecule.h"
2 #include "masses.h"
3
4 #include <iostream>
5 #include <fstream>
6 #include <iomanip>
7 #include <cstdio>
8 #include <cmath>
9

10 using namespace std;
11
12 int main()
13 {
14 Molecule mol("geom.dat", 0);
15
16 cout << "Number of atoms: " << mol.natom << endl;
17 cout << "Input Cartesian coordinates:\n";



134 บทที่ 4. การพัฒนาซอฟตแ์วรส์ำหรับเคมเีชงิคำนวณ

18 mol.print_geom();
19
20 cout << "Interatomic distances (bohr):\n";
21 for(int i=0; i < mol.natom; i++)
22 for(int j=0; j < i; j++)
23 printf("%d %d %8.5f\n", i, j, mol.bond(i,j));
24
25 cout << "\nBond angles:\n";
26 for(int i=0; i < mol.natom; i++) {
27 for(int j=0; j < i; j++) {
28 for(int k=0; k < j; k++) {
29 if(mol.bond(i,j) < 4.0 && mol.bond(j,k) < 4.0)
30 printf("%2d-%2d-%2d %10.6f\n", i, j, k,

mol.angle(i,j,k)*(180.0/acos(-1.0)));
31 }
32 }
33 }
34
35 cout << "\nOut-of-Plane angles:\n";
36 for(int i=0; i < mol.natom; i++) {
37 for(int k=0; k < mol.natom; k++) {
38 for(int j=0; j < mol.natom; j++) {
39 for(int l=0; l < j; l++) {
40 if(i!=j && i!=k && i!=l && j!=k && k!=l &&

mol.bond(i,k) < 4.0 &&
41 mol.bond(k,j) < 4.0 && mol.bond(k,l) < 4.0)
42 printf("%2d-%2d-%2d-%2d %10.6f\n", i, j, k, l,

mol.oop(i,j,k,l)*(180.0/acos(-1.0)));
43 }
44 }
45 }
46 }
47
48 cout << "\nTorsional angles:\n\n";
49 for(int i=0; i < mol.natom; i++) {
50 for(int j=0; j < i; j++) {
51 for(int k=0; k < j; k++) {
52 for(int l=0; l < k; l++) {
53 if(mol.bond(i,j) < 4.0 && mol.bond(j,k) < 4.0 &&

mol.bond(k,l) < 4.0)
54 printf("%2d-%2d-%2d-%2d %10.6f\n", i, j, k, l,

mol.torsion(i,j,k,l)*(180.0/acos(-1.0)));
55 }



บทที่ 4. การพัฒนาซอฟตแ์วรส์ำหรับเคมเีชงิคำนวณ 135

56 }
57 }
58 }
59
60 /* find the center of mass (COM) */
61 double M = 0.0;
62 for(int i=0; i < mol.atom; i++) M += an2masses[(int)

mol.zvals[i]];
63
64 double xcm=0.0;
65 double ycm=0.0;
66 double zcm=0.0;
67 double mi;
68 for(int i=0; i < mol.atom; i++) {
69 mi = an2masses[(int) mol.zvals[i]];
70 xcm += mi * mol.geom[i][0];
71 ycm += mi * mol.geom[i][1];
72 zcm += mi * mol.geom[i][2];
73 }
74 xcm /= M;
75 ycm /= M;
76 zcm /= M;
77 printf("\nMolecular center of mass: %12.8f %12.8f %12.8f\n",

xcm, ycm, zcm);
78
79 mol.translate(-xcm, -ycm, -zcm);
80
81 return 0;
82 }� �
เม ือ่เรารันโปรแกรมด้านบนเราจะได้เอาตพ์ตุดังนี้� �
1 Number of atoms: 7
2 Input Cartesian coordinates:
3 6 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
4 6 0.000000000000 0.000000000000 2.845112131228
5 8 1.899115961744 0.000000000000 4.139062527233
6 1 -1.894048308506 0.000000000000 3.747688672216
7 1 1.942500819960 0.000000000000 -0.701145981971
8 1 -1.007295466862 -1.669971842687 -0.705916966833
9 1 -1.007295466862 1.669971842687 -0.705916966833

10 Interatomic distances (bohr):
11 1 0 2.84511
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12 2 0 4.55395
13 2 1 2.29803
14 3 0 4.19912
15 3 1 2.09811
16 3 2 3.81330
17 4 0 2.06517
18 4 1 4.04342
19 4 2 4.84040
20 4 3 5.87463
21 5 0 2.07407
22 5 1 4.05133
23 5 2 5.89151
24 5 3 4.83836
25 5 4 3.38971
26 6 0 2.07407
27 6 1 4.05133
28 6 2 5.89151
29 6 3 4.83836
30 6 4 3.38971
31 6 5 3.33994
32
33 Bond angles:
34 0- 1- 2 124.268308
35 0- 1- 3 115.479341
36 0- 4- 5 35.109529
37 0- 4- 6 35.109529
38 0- 5- 6 36.373677
39 1- 2- 3 28.377448
40 4- 5- 6 60.484476
41
42 Out-of-plane angles:
43 0- 3- 1- 2 -0.000000
44 0- 6- 4- 5 19.939726
45 0- 6- 5- 4 -19.850523
46 0- 5- 6- 4 19.850523
47 1- 5- 0- 4 53.678778
48 1- 6- 0- 4 -53.678778
49 1- 6- 0- 5 54.977064
50 2- 3- 1- 0 0.000000
51 3- 2- 1- 0 -0.000000
52 4- 5- 0- 1 -53.651534
53 4- 6- 0- 1 53.651534
54 4- 6- 0- 5 -54.869992
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55 4- 6- 5- 0 29.885677
56 4- 5- 6- 0 -29.885677
57 5- 4- 0- 1 53.626323
58 5- 6- 0- 1 -56.277112
59 5- 6- 0- 4 56.194621
60 5- 6- 4- 0 -30.558964
61 5- 4- 6- 0 31.064344
62 6- 4- 0- 1 -53.626323
63 6- 5- 0- 1 56.277112
64 6- 5- 0- 4 -56.194621
65 6- 5- 4- 0 30.558964
66 6- 4- 5- 0 -31.064344
67
68 Torsional angles:
69
70 3- 2- 1- 0 180.000000
71 6- 5- 4- 0 36.366799
72
73 Molecular center of mass: 0.64494926 0.00000000 2.31663792� �
4.5 เขยีนโปรแกรม Hartree-Fock SCF (ภาษา Python)

4.5.1 ทำความเข้าใจข้ันตอน SCF กันกอ่น

โปรแกรมเคมคีวอนตัมทกุโปรแกรมจะต้องมสีว่นหนึง่ของโปรแกรมทีเ่ปน็โค้ดสำหรับแก้สมการอันหนึง่
ซึง่ขาดไมไ่ด้เลยนัน่กค็อื Roothaan-Hall Equation โดยใช้วธิ ี Self-Consistent Field ซึง่เปน็สมการทีเ่ราใช้
ในการคำนวณหาพลังงานของระบบทีเ่ราสนใจ

สมการ Roothaan-Hall น้ันจะเรยีกวา่เปน็สมการ HF ทีแ่ปลงรา่งมาแล้วกไ็ด้ สาเหตทุ ีเ่ราต้องทำการ
แปลงรา่ง HF น้ันกเ็พราะวา่เราเขยีน Wavefunction ให้อย ูใ่นรปูทีม่ ี Basis Function นัน่เอง (Basis Func-
tion คอืส ิง่ท ีเ่ราใช้อธบิายออรบ์ทัิลเชงิอะตอม) โดยเราจะมสีมการ Roothaan-Hall ท้ังหมดm สมการ โดยที่
m คอืจำนวนของ Basis Function (เรามสีมการ HF 1 สมการตอ่ 1 MO และการทีเ่รามีm Basis Function
น้ันกจ็ะสร้างท้ังหมด m MOs ด้วย), F คอื Fock Matrix ซึง่กจ็ะได้จาก Density Matrix แล้ว Density
Matrix กค็อื Matrix ทีม่สีมาชกิเปน็ผลคณูระหวา่ง Coefficients ของ MO ซึง่กจ็ะได้มาจากการประมาณ
คา่ด้วยวธิเีร ิม่ต้น (Initial Guess) แบบตา่ง ๆ เชน่ใช้ Hückel Method, สว่น S น้ันกค็อื Overlap Matrix
ซึง่กจ็ะเปน็ Matrix ทีบ่อกวา่ Orbitals น้ันสัมพันธ์กันมากน้อยแคไ่หน, และ ϵ ของแตล่ะสมการน้ันกค็อืคา่
พลังงานของแตล่ะ MO น้ันเองซึง่เปน็ส ิง่ท ีเ่ราต้องการแก้สมการหามันออกมา ทนี ี้ เราสามารถยบุรวมสมการ
HF สำหรับแตล่ะ Basis Function เข้าด้วยกันได้ ซึง่จะได้ออกมาเปน็ตามสมการทีส้ั่นและกระชับขึ้นนัน่กค็อื
สมการ Roothaan-Hall นัน่เอง ดังนี้ (เขยีนในรปูของเมทรกิซ)์
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FC = SCε (4.5.1)

โดยมีF , C , และ S แทน Fock Matrix, MO Coefficients Matrix, และ Overlap Matrix ตามลำดับ
โดย Matrix ท้ังสามอันนี้มขีนาดคอื m ×m แล้วก ็ ϵ น้ันกม็ขีนาด m ×m ด้วย (มเีฉพาะสมาชกิในแนว
ทแยงเทา่น้ันทีม่คีา่ไมเ่ทา่กับ 0) โดย C มหีน้าตาดังตอ่ไปนี้

C =


c1,1 c1,2 ... c1,m
c2,1 c2,2 ... c2,m
... ... ...

cm,1 cm,2 ... cm,m

 (4.5.2)

และ ϵ

E =


ϵ1 0 ... 0
0 ϵ2 ... 0
... ... ...
0 0 ... ϵm

 (4.5.3)

ซึง่แนวคดิของการแก้ปญัหา SCF น้ันกค็อืเราพยายามทีจ่ะหาคา่ของ C ทีจ่ะทำให้มพีลังงานของระบบ
น้ันมคีา่น้อยทีส่ดุเทา่ท ีจ่ะเปน็ไปได้ (Energy Minimization) แตว่า่เราดันมี C อยูท้ั่งสองข้างของสมการ ดัง
น้ันเราจงึต้องทำการแก้สมการด้านบนโดยการใช้การวนซ้ำ (Iteration) จนกวา่จะได้ C ของท้ังสองข้างของ
สมการทีเ่ทา่กัน (หรอืเกอืบจะเทา่กัน) ซึง่จะทำให้ได้คา่พลังงาน ϵ ทีต่ำ่ท ีส่ดุด้วย

ปญัหาถัดมากค็อืวา่สมการด้านบนน้ันมันเปน็ Eigenvalue Problem ในฟอรม์ทียั่งแก้ไมไ่ด้ (แก้ได้แต ่
วา่จะได้คำตอบทีไ่มถ่กูต้อง) ซึง่ถ้าหากเราสามารถเปลีย่นจาก FC = SCϵ ให้เปน็ FC = Cϵ ได้ ก ็
จะทำให้เราสามารถแก้ Eigenvalue Problem ได้อยา่งมปีระสทิธภิาพและได้คำตอบทีถ่กูต้อง ดังน้ันเราจงึม ี
เทคนคิในการแปลงโดยการทำ Orthogonalization ซึง่ถ้าสรปุส้ัน ๆ กค็อืวา่เราสามารถแปลงออกมาได้เปน็

F ′C′ = C′E (4.5.4)

โดยที่

F ′ = S−1/2FS−1/2 (4.5.5)
C′ = S−1/2C (4.5.6)

ตามวชิา Linear Algebra ถ้าเราต้องการหา Matrix ของ ϵ เราสามารถใช้วธิ ี Diagonalization กับสมการ
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Roothaan-Hall ได้เพราะวา่สมการนี้ มันเปน็ Eigenfunction ซึง่กระบวนการทีจ่ะใช้ในการแก้น้ันกค็อืตาม
ข้ันตอนตอ่ไปนี้

กระบวนการ SCF แบบครา่ว ๆ ตามทฤษฎี

1. เรากำหนดตำแหนง่ของอะตอมในโมเลกลุ, ประจ,ุ และทำการเลอืก Basis Set

2. เร ิม่คำนวณพลังงานจลนแ์ละพลังงานศักย์ รวมไปถงึ Overlap Integral

3. คำนวณ Orthogonalizing Matrix โดยใช้ Overlap Matrix (Overlap Matrix ที่ถกูสร้างมาจาก
Overlap Integral ทีไ่ด้จากข้ันที่ 2 อกีท)ี

4. คำนวณ Fock Matrix อันแรกเลยโดยใช้พลังงานจลน์และพลังงานศักย์แล้วกใ็ช้ Initial Guess ทีไ่ด้
จาก Coefficients ของ Basis Set ทีก่ำหนดไว้ต้ังแตข้ั่นตอนที่ 1

5. ใช้ Orthogonalizing Matrix เพือ่แปลง (Tranform) Fock Matrix ให้เปน็ Matrix อันใหม ่ (เรยีกวา่
เปน็ F ′ กแ็ล้วกัน) ทีมั่นขึ้นอย ูกั่บ Orthogonal Set ของฟงักชั์นทีไ่ด้มาจาก Basis Set ทีถ่กูเซนเตอร์
กับอะตอม (Atom-centered Basis Set)

6. ทำการทำเมทรกิซแ์นวทแยง (Diagonalize) Fock Matrix เพือ่หา Coefficient Matrix ทีถ่กูแปลงมา
แล้ว (เรยีกวา่ C ′) กไ็ด้แล้วกห็าพลังงานของแตล่ะ MO ได้

7. เปรยีบเทยีบC ′ และพลังงานกับคา่ทีไ่ด้จากรอบกอ่นหน้านี้ ถ้าผลตา่งยังไมน้่อยกวา่ Cutoff ท ีก่ำหนด
ไว้กใ็ห้นำ Fock Matrix ทีไ่ด้มาลา่สดุไปใช้ใหมอ่กีคร้ังหนึง่ในข้ันที่ 4 ทำวนไปเร ือ่ย ๆ จนได้คำตอบที่
แมน่ยำ

สำหรับการกำหนด Basis Set น้ันกค็อืการเลอืกชดุคา่สัมประสทิธ ิข์องออรบ์ทัิล (Wavefunction) ของ
ธาตแุตล่ะธาต ุ จรงิ ๆ แล้ว Basis Set น้ันกค็อืไฟล์ Text ทีม่รีปูแบบ (Format) ทีแ่ตกตา่งกันไปตามโปรแกรม
ทีใ่ช้ เราสามารถดาวนโ์หลดไฟล์ Basis Set ได้ท ีเ่วบ็ไซต์ https://www.basissetexchange.org/ ตัวอยา่ง
เชน่ Basis Set: aug-cc-PV7Z ของอะตอมคารบ์อน https://www.basissetexchange.org/basis/aug-c
c-pv7z/format/nwchem/?version=0&elements=6

4.5.2 มาเขยีนโปรแกรมคำนวณ SCF กันเถอะ

ในสว่นนี้ผ ู้อา่นจะได้ศกึษาการเขยีนโปรแกรมคำนวณ SCF ด้วยภาษา Python ซึง่โปรแกรมด้านลา่งนี้
เปน็โปรแกรมทีดั่ดแปลงมาจากโปรแกรมคำนวณ SCF จากหนังสอื Modern Quantum Chemsitry: Intro-
duction to Advanced Electronic Structure Theory เขยีนโดย Attila Szabo และ Neil S. Ostlund1

ซึง่เปน็โปรแกรมทีค่ำนวณพลังงานของโมเลกลุ HeH+ ซึง่ม ี Electronic Configuration ทีเ่หมอืนกันกับ H2
1ซอรส์โค้ดของโปรแกรมต้นฉบับเขยีนด้วยภาษา Fortran สามารถดไูฟลไ์ด้ท ี่ http://www.ccl.net/cca/software/SOURC

ES/FORTRAN/szabo/

https://www.basissetexchange.org/
https://www.basissetexchange.org/basis/aug-cc-pv7z/format/nwchem/?version=0&elements=6
https://www.basissetexchange.org/basis/aug-cc-pv7z/format/nwchem/?version=0&elements=6
http://www.ccl.net/cca/software/SOURCES/FORTRAN/szabo/
http://www.ccl.net/cca/software/SOURCES/FORTRAN/szabo/
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แตจ่ะมคีวามแตกตา่งกันตรงที่ HeH+ น้ันมปีระจ ุ +2 อย ูท่ ีอ่ะตอม He ทำให้โมเลกลุนี้ ไมม่คีวามสมมาตร จงึ
ต้องทำการคำนวณด้วยวธิกีารวนซ้ำ

Step 1: สร้างออรบ์ทัิล

ข้ันตอนแรกสดุเลยในการเขยีนโปรแกรม SCF ก็คอืการสร้างออร์บทัิล ทำไมเราต้องสร้างออร์บทัิล
กอ่นละ่? กเ็พราะวา่เราออร์บทัิลน้ันจรงิ ๆ แล้วกค็อื “ฟงักชั์นคลืน่ของอเิลก็ตรอน 1 ตัว” นัน่เอง ซึง่เราจะ
กำหนดให้มเีซทของออรบ์ทัิล 1 เซททีใ่ช้ในการอธบิายโมเลกลุท้ังโมเลกลุ โดยเราจะใช้ Atomic Orbitals ทีม่ ี
จดุศนูยก์ลางอย ูท่ ีอ่ะตอม และเรานำ Atomic Orbitals แตล่ะอันมารวมกันให้เปน็ฟงักชั์นคลืน่หรอื Delocal-
ized Orbital ได้โดยการใช้ Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO) ดังนี้

ψi(ri) =
K∑
µ

cµϕµI(ri) (4.5.7)

โดยที่K คอืจำนวน Basis Functions, i = 1, 2, . . . , K , และ c คอืพารามเิตอร์ท ีเ่ราจะต้องทำการปรับ
เพือ่ลดคา่พลังงานของระบบโมเลกลุ

เน ือ่งจากวา่วธิ ีการ Hartree-Fock น้ันใช้หลักการ Variation ซึง่เปน็การหาฟงักชั์นคลืน่ของระบบที่
มคีา่พลังงานทีไ่มว่า่ยังไงกจ็ะต้องมคีา่สงูกวา่พลังงานจรงิของระบบ ข้อดขีอง Variational Method กค็อื
เราสามารถปรับพารามเิตอร์อะไรกไ็ด้อยา่งเปน็ระบบเพือ่ให้ได้ฟงักชั์นคลืน่ท ีม่คีวามถกูต้องมากขึ้นและให้คา่
พลังงานทีล่ ูเ่ข้าหรอื Converged

สำหรับ Atomic Orbitals ทีเ่ราจะใช้น้ันมชี ือ่เรยีกวา่ Slater Type Orbitals (STO) สำหรับออร์บทัิล
1s น้ันมสีมการดังตอ่ไปนี้

ϕSlater (r) =
(
ζ3/π

)1/2
e−ζr (4.5.8)

เราลองมาพลอต STO อันนี้กันเพือ่ดวูา่มหีน้าตาเปน็ยังไง เร ิม่ต้นโดยการอมิพอรต์ไลบารีท่ ีเ่ราต้องการกอ่น� �
1 %matplotlib inline
2 import math
3 import numpy as np
4 import scipy.special as sp
5 import matplotlib.pyplot as plt� �

สร้างฟงักชั์นสำหรับพลอต STO� �
1 x = np.linspace(-5,5,num=1000)
2 r = abs(x)
3 zeta = 1.0
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4 psi_STO = (zeta**3/np.pi)**(0.5)*np.exp(-zeta*r)
5
6 plt.figure(figsize=(4,3))
7 plt.plot(x,psi_STO)� �

Slater Type Orbitals (STO) น้ันจรงิ ๆ แล้วกค็อืฟงักชั์นทีเ่ปน็ผลเฉลยของสมการชโรดงิเงอร์สำหรับ
ไฮโดรเจนอะตอมนัน่เอง (อเิลก็ตรอน 1 ตัว) แตว่า่การคำนวณอนิทกิรัลของ STO น้ันสิ้นเปลอืงมาก วธิหีนึง่ท ี่
เราใช้ในการประมาณฟงักชั์น STO น้ันกค็อืการใช้ผลรวมของ Contracted Gaussian Functions (CGF) ซึง่
การทีเ่ราใช้ CGF แทนน้ันชว่ยทำให้เราประหยัดเวลาในการคำนวณมากขึ้นเพราะวา่การคำนวณอนิทกิรัลของ
ผลคณูระหวา่ง Gaussian Functions 2 อันน้ันคอ่นข้างงา่ยพอสมควร สมการตอ่ไปนี้คอื Gaussian Function
(CGF) ของออรบ์ทัิล 1s

ϕGF (α) = (2α/π)3/4exp(−αr2) (4.5.9)

และผลรวมของ CGF คอื

ϕCGF (r) =
∑
n

dnϕ
GF
n (α) (4.5.10)

ซึง่เราใช้ Gaussian Functions 3 อันในการหา Approximation ของ STO นัน่เอง ดังนี้

ϕCGFSTO−3G (r) =
3∑
n

dnϕ
GF
n (α) (4.5.11)

� �
1 # Coeff is the d_n variable in the equation above
2 Coeff = np.array(
3 [[1.00000, 0.0000000, 0.000000], [0.678914, 0.430129,

0.000000], [0.444635, 0.535328, 0.154329]]
4 )
5
6 # Expon is the alpha variable in the equation above
7 Expon = np.array(
8 [[0.270950, 0.000000, 0.000000], [0.151623, 0.851819,

0.000000], [0.109818, 0.405771, 2.227660]]
9 )

10
11 psi_CGF_STO1G = Coeff[0, 0] * (2 * Expon[0, 0] / np.pi) **

(0.75) * np.exp(-Expon[0, 0] * r**2)
12 psi_CGF_STO2G = (
13 Coeff[1, 0] * (2 * Expon[1, 0] / np.pi) ** (0.75) *

np.exp(-Expon[1, 0] * r**2)
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14 + Coeff[1, 1] * (2 * Expon[1, 1] / np.pi) ** (0.75) *
np.exp(-Expon[1, 1] * r**2)

15 + Coeff[1, 2] * (2 * Expon[1, 2] / np.pi) ** (0.75) *
np.exp(-Expon[1, 2] * r**2)

16 )
17 psi_CGF_STO3G = (
18 Coeff[2, 0] * (2 * Expon[2, 0] / np.pi) ** (0.75) *

np.exp(-Expon[2, 0] * r**2)
19 + Coeff[2, 1] * (2 * Expon[2, 1] / np.pi) ** (0.75) *

np.exp(-Expon[2, 1] * r**2)
20 + Coeff[2, 2] * (2 * Expon[2, 2] / np.pi) ** (0.75) *

np.exp(-Expon[2, 2] * r**2)
21 )
22
23 # Plot the three functions
24 plt.figure(figsize=(5, 3))
25 plt.title("Approximations to a STO with CGF")
26 plt.plot(x, psi_STO, label="STO")
27 plt.plot(x, psi_CGF_STO1G, label="STO-1G")
28 plt.legend()
29 plt.figure(figsize=(5, 3))
30 plt.plot(x, psi_STO, label="STO")
31 plt.plot(x, psi_CGF_STO2G, label="STO-2G")
32 plt.legend()
33 plt.figure(figsize=(5, 3))
34 plt.plot(x, psi_STO, label="STO")
35 plt.plot(x, psi_CGF_STO3G, label="STO-3G")
36 plt.legend()� �

จะเหน็ได้วา่ย ิง่จำนวนของ GF เพิม่มากขึ้นเทา่ไหร ่ ฟงักชั์นน้ันกจ็ะมคีวามเข้าใกล้ความเปน็ STO มาก
ขึ้นเทา่น้ัน โดยตำแหนง่ที่ x = 0 น้ันจะเหน็วา่เปน็ตำแหนง่ที่ Approximation น้ันแยท่ ีส่ดุ โดยเราจะเรยีก
บรเิวณทีเ่ปน็ความคลาดเคลือ่นของ CGF จาก STO นี้วา่ Cusp

Step 2: เตรยีมสว่นผสมสำหรับการคำนวณ SCF

• Step 2.1: กำหนดตัวแปรทีจ่ะใช้ในการเกบ็ข้อมลูทางควอนตัมของโมเลกลุ� �
1 # Make all variables 'global variables' accessible through out

the whole program
2 global H, S, X, XT, TT, G, C, P, Oldp, F, Fprime, Cprime, E
3
4 H = np.zeros([2, 2])
5 S = np.zeros([2, 2])
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6 X = np.zeros([2, 2])
7 XT = np.zeros([2, 2])
8 TT = np.zeros([2, 2, 2, 2])
9 G = np.zeros([2, 2])

10 C = np.zeros([2, 2])
11
12 P = np.zeros([2, 2])
13 Oldp = np.zeros([2, 2])
14 F = np.zeros([2, 2])
15 Fprime = np.zeros([2, 2])
16 Cprime = np.zeros([2, 2])
17 E = np.zeros([2, 2])
18
19 Energy = 0.0
20 Delta = 0.0
21
22 # Values below taken from 'Modern Quantum Chemistry' book
23 # Appendix B: Two-Electron Self-Consistent-Field Program
24 IOP = 2
25 N = 3
26 R = 1.4632
27 Zeta1 = 2.0925
28 Zeta2 = 1.24
29 Za = 2.0
30 Zb = 1.0� �
• Step 2.2: สร้างฟงักชั์นสำหรับคำนวณ Integrals ตา่ง ๆ

การคำนวณ Integrals น้ันจะทำได้งา่ยขึ้นเยอะมาก ๆ เลยถ้าหากวา่เราใช้ฟงักชั์น Gaussian ในการอธิ
บายออรบ์ทัิล ผมแนะนำให้ผ ู้อา่นศกึษา Appendix ของหนังสอื Modern Quantum Chemistry ครับซึง่จะ
ชว่ยให้เข้าใจได้มากขึ้น� �
1 def F0(t):
2 """
3 F function for 1s orbital
4 """
5 if t < 1e-6:
6 return 1.0 - t / 3.0
7 else:
8 return 0.5 * (np.pi / t) ** 0.5 * sp.erf(t**0.5)� �

ฟงักชั์นสำหรับคำนวณ Overlap Matrix� �
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1 def S_int(A, B, Rab2):
2 """
3 Calculates the overlap between two gaussian functions
4 """
5 return (np.pi / (A + B)) ** 1.5 * np.exp(-A * B * Rab2 / (A +

B))� �
ฟงักชั์นสำหรับคำนวณ Kinetic Energy Integrals� �
1 def T_int(A, B, Rab2):
2 """
3 Calculates the kinetic energy integrals for un-normalised

primitives
4 """
5 return (
6 A
7 * B
8 / (A + B)
9 * (3.0 - 2.0 * A * B * Rab2 / (A + B))

10 * (np.pi / (A + B)) ** 1.5
11 * np.exp(-A * B * Rab2 / (A + B))
12 )� �
ฟงักชั์นสำหรับคำนวณ Nuclear Attraction Integrals� �
1 def V_int(A, B, Rab2, Rcp2, Zc):
2 """
3 Calculates the un-normalised nuclear attraction integrals
4 """
5 V = 2.0 * np.pi / (A + B) * F0((A + B) * Rcp2) * np.exp(-A * B

* Rab2 / (A + B))
6
7 return -V * Zc� �

ฟงักชั์นสำหรับคำนวณความคลาดเคลือ่น� �
1 def erf(t):
2 """
3 Approximation for the error function
4 """
5 P = 0.3275911
6 A = [0.254829592, -0.284496736, 1.421413741, -1.453152027,

1.061405429]
7 T = 1.0 / (1 + P * t)
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8 Tn = T
9 Poly = A[0] * Tn

10
11 for i in range(1, 5):
12 Tn = Tn * T
13 Poly = Poly * A[i] * Tn
14
15 return 1.0 - Poly * np.exp(-t * t)� �
ฟงักชั์นสำหรับคำนวณ Two-Electron Integrals� �
1 def TwoE(A, B, C, D, Rab2, Rcd2, Rpq2):
2 """
3 Calculate Two-Electron integrals
4 A, B, C, D are the exponents alpha, beta, etc.
5 Rab2 equals squared distance between center A and center B
6 """
7 return (
8 2.0
9 * (np.pi**2.5)

10 / ((A + B) * (C + D) * np.sqrt(A + B + C + D))
11 * F0((A + B) * (C + D) * Rpq2 / (A + B + C + D))
12 * np.exp(-A * B * Rab2 / (A + B) - C * D * Rcd2 / (C + D))
13 )� �
สร้างฟงักชั์นสำหรับเรยีกใช้ฟงักชั์นด้านบนทีเ่ราได้เขยีนไว้ ประกาศตัวแปรท้ังหมดทีต้่องใช้และทำการรวม
Integrals ท้ังหมด (เราจะเรยีกใช้ฟงักชั์นนี้ภายหลัง)� �
1 def Intgrl(N, R, Zeta1, Zeta2, Za, Zb):
2 """
3 Declares the variables and compiles the integrals
4 """
5
6 global S12, T11, T12, T22, V11A, V12A, V22A, V11B, V12B, V22B,

V1111, V2111, V2121, V2211, V2221, V2222
7
8 S12 = 0.0
9 T11 = 0.0

10 T12 = 0.0
11 T22 = 0.0
12 V11A = 0.0
13 V12A = 0.0
14 V22A = 0.0
15 V11B = 0.0
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16 V12B = 0.0
17 V22B = 0.0
18 V1111 = 0.0
19 V2111 = 0.0
20 V2121 = 0.0
21 V2211 = 0.0
22 V2221 = 0.0
23 V2222 = 0.0
24
25 R2 = R * R
26
27 # The coefficients for the contracted Gaussian functions are

below
28 Coeff = np.array(
29 [[1.00000, 0.0000000, 0.000000], [0.678914, 0.430129,

0.000000], [0.444635, 0.535328, 0.154329]]
30 )
31
32 Expon = np.array(
33 [[0.270950, 0.000000, 0.000000], [0.151623, 0.851819,

0.000000], [0.109818, 0.405771, 2.227660]]
34 )
35 D1 = np.zeros([3])
36 A1 = np.zeros([3])
37 D2 = np.zeros([3])
38 A2 = np.zeros([3])
39
40 # This loop constructs the contracted Gaussian functions
41 for i in range(N):
42 A1[i] = Expon[N - 1, i] * (Zeta1**2)
43 D1[i] = Coeff[N - 1, i] * ((2.0 * A1[i] / np.pi) ** 0.75)
44 A2[i] = Expon[N - 1, i] * (Zeta2**2)
45 D2[i] = Coeff[N - 1, i] * ((2.0 * A2[i] / np.pi) ** 0.75)
46
47 # Calculate one electron integrals
48 # Centre A is first atom centre B is second atom
49 # Origin is on second atom
50 # V12A - off diagonal nuclear attraction to centre A etc.
51 for i in range(N):
52 for j in range(N):
53 # Rap2 - squared distance between centre A and centre P
54 Rap = A2[j] * R / (A1[i] + A2[j])
55 Rap2 = Rap**2
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56 Rbp2 = (R - Rap) ** 2
57 S12 = S12 + S_int(A1[i], A2[j], R2) * D1[i] * D2[j]
58 T11 = T11 + T_int(A1[i], A1[j], 0.0) * D1[i] * D1[j]
59 T12 = T12 + T_int(A1[i], A2[j], R2) * D1[i] * D2[j]
60 T22 = T22 + T_int(A2[i], A2[j], 0.0) * D2[i] * D2[j]
61 V11A = V11A + V_int(A1[i], A1[j], 0.0, 0.0, Za) *

D1[i] * D1[j]
62 V12A = V12A + V_int(A1[i], A2[j], R2, Rap2, Za) *

D1[i] * D2[j]
63 V22A = V22A + V_int(A2[i], A2[j], 0.0, R2, Za) * D2[i]

* D2[j]
64 V11B = V11B + V_int(A1[i], A1[j], 0.0, R2, Zb) * D1[i]

* D1[j]
65 V12B = V12B + V_int(A1[i], A2[j], R2, Rbp2, Zb) *

D1[i] * D2[j]
66 V22B = V22B + V_int(A2[i], A2[j], 0.0, 0.0, Zb) *

D2[i] * D2[j]
67
68 # Calculate two electron integrals
69
70 for i in range(N):
71 for j in range(N):
72 for k in range(N):
73 for l in range(N):
74 Rap = A2[i] * R / (A2[i] + A1[j])
75 Rbp = R - Rap
76 Raq = A2[k] * R / (A2[k] + A1[l])
77 Rbq = R - Raq
78 Rpq = Rap - Raq
79 Rap2 = Rap * Rap
80 Rbp2 = Rbp * Rbp
81 Raq2 = Raq * Raq
82 Rbq2 = Rbq * Rbq
83 Rpq2 = Rpq * Rpq
84 V1111 = (
85 V1111
86 + TwoE(A1[i], A1[j], A1[k], A1[l], 0.0,

0.0, 0.0) * D1[i] * D1[j] * D1[k] * D1[l]
87 )
88 V2111 = (
89 V2111
90 + TwoE(A2[i], A1[j], A1[k], A1[l], R2,

0.0, Rap2) * D2[i] * D1[j] * D1[k] * D1[l]
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91 )
92 V2121 = (
93 V2121 + TwoE(A2[i], A1[j], A2[k], A1[l],

R2, R2, Rpq2) * D2[i] * D1[j] * D2[k] * D1[l]
94 )
95 V2211 = (
96 V2211 + TwoE(A2[i], A2[j], A1[k], A1[l],

0.0, 0.0, R2) * D2[i] * D2[j] * D1[k] * D1[l]
97 )
98 V2221 = (
99 V2221

100 + TwoE(A2[i], A2[j], A2[k], A1[l], 0.0,
R2, Rbq2) * D2[i] * D2[j] * D2[k] * D1[l]

101 )
102 V2222 = (
103 V2222
104 + TwoE(A2[i], A2[j], A2[k], A2[l], 0.0,

0.0, 0.0) * D2[i] * D2[j] * D2[k] * D2[l]
105 )
106 return� �
สร้างฟงักชั์นสำหรับนำ Integrals ทีค่ำนวณได้ใสเ่ข้าไปใน Array (เราจะเรยีกใช้ฟงักชั์นนี้ภายหลัง)� �
1 def Collect():
2 """
3 Takes the basic integrals and assembles the relevant matrices,
4 that are S, H, X, XT and two electron integrals
5 """
6 # Form core hamiltonian
7 H[0, 0] = T11 + V11A + V11B
8 H[0, 1] = T12 + V12A + V12B
9 H[1, 0] = H[0, 1]

10 H[1, 1] = T22 + V22A + V22B
11
12 # Form overlap matrix
13 S[0, 0] = 1.0
14 S[0, 1] = S12
15 S[1, 0] = S12
16 S[1, 1] = 1.0
17
18 # This is S^-1/2
19 X[0, 0] = 1.0 / np.sqrt(2.0 * (1.0 + S12))
20 X[1, 0] = X[0, 0]
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21 X[0, 1] = 1.0 / np.sqrt(2.0 * (1.0 - S12))
22 X[1, 1] = -X[0, 1]
23
24 # This is the coulomb and exchange term (aa|bb) and (ab|ba)
25 TT[0, 0, 0, 0] = V1111
26 TT[1, 0, 0, 0] = V2111
27 TT[0, 1, 0, 0] = V2111
28 TT[0, 0, 1, 0] = V2111
29 TT[0, 0, 0, 1] = V2111
30 TT[1, 0, 1, 0] = V2121
31 TT[0, 1, 1, 0] = V2121
32 TT[1, 0, 0, 1] = V2121
33 TT[0, 1, 0, 1] = V2121
34 TT[1, 1, 0, 0] = V2211
35 TT[0, 0, 1, 1] = V2211
36 TT[1, 1, 1, 0] = V2221
37 TT[1, 1, 0, 1] = V2221
38 TT[1, 0, 1, 1] = V2221
39 TT[0, 1, 1, 1] = V2221
40 TT[1, 1, 1, 1] = V2222� �
Step 3: สร้างตัวคำนวณ SCF Calculator

สร้างฟงักชั์นสำหรับการทำ Diagonalization ของ Fock Matrix ซึง่เราจะได้ Eigenvectors และ Eigenval-
ues ออกมา ซึง่กค็อื Array C กับ Array E ตามลำดับ� �
1 def Diag(Fprime, Cprime, E):
2 """
3 Diagonalises F to give eigenvectors in C and eigenvalues in E
4 theta is the angle describing the solution
5 """
6 # Angle for heteronuclear diatonic
7 Theta = 0.5 * math.atan(2.0 * Fprime[0, 1] / (Fprime[0, 0] -

Fprime[1, 1]))
8 # print('Theta', Theta)
9

10 Cprime[0, 0] = np.cos(Theta)
11 Cprime[1, 0] = np.sin(Theta)
12 Cprime[0, 1] = np.sin(Theta)
13 Cprime[1, 1] = -np.cos(Theta)
14
15 E[0, 0] = (
16 Fprime[0, 0] * np.cos(Theta) ** 2
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17 + Fprime[1, 1] * np.sin(Theta) ** 2
18 + Fprime[0, 1] * np.sin(2.0 * Theta)
19 )
20 E[1, 1] = (
21 Fprime[1, 1] * np.cos(Theta) ** 2
22 + Fprime[0, 0] * np.sin(Theta) ** 2
23 - Fprime[0, 1] * np.sin(2.0 * Theta)
24 )
25
26 if E[1, 1] <= E[0, 0]:
27 Temp = E[1, 1]
28 E[1, 1] = E[0, 0]
29 E[0, 0] = Temp
30 Temp = Cprime[0, 1]
31 Cprime[0, 1] = Cprime[0, 0]
32 Cprime[0, 0] = Temp
33 Temp = Cprime[1, 1]
34 Cprime[1, 1] = Cprime[1, 0]
35 Cprime[1, 0] = Temp
36 return� �
ฟงักชั์นสดุท้ายคอืฟงักชั์นทีจ่ะเปน็การรันการคำนวณ SCF� �
1 def SCF(R, Za, Zb, G):
2 """
3 Performs the SCF iterations
4 """
5 Crit = 1e-11 # Convergence critera
6 Maxit = 250 # Maximum number of iterations
7 Iter = 0
8
9 #--------

10 # STEP 1. Guess an initial density matrix
11 #--------
12 # Use core hamiltonian for initial guess of F (P = 0)
13 P = np.zeros([2, 2])
14
15 Energy = 0.0
16
17 while Iter < Maxit:
18 Iter += 1
19
20 #--------



บทที่ 4. การพัฒนาซอฟตแ์วรส์ำหรับเคมเีชงิคำนวณ 151

21 # STEP 2. Calculate the Fock matrix
22 #--------
23 # Form two electron part of Fock matrix from P
24 # This is the two electron contribution in the equations

above
25 G = np.zeros([2, 2])
26 for i in range(2):
27 for j in range(2):
28 for k in range(2):
29 for l in range(2):
30 G[i, j] = G[i, j] + P[k, l] * (TT[i, j, k,

l] - 0.5 * TT[i, l, k, j])
31
32 # Add core hamiltonian H^CORE to get Fock matrix
33 F = H + G
34
35 # Calculate the electronic energy
36 Energy = np.sum(0.5 * P * (H + F))
37
38 #--------
39 # STEP 3. Calculate F'
40 # (remember S^-1/2 is X and S^1/2 is X.T)
41 #--------
42 G = np.matmul(F, X)
43 Fprime = np.matmul(X.T, G)
44
45 #--------
46 # STEP 4. Solve the eigenvalue problem
47 #--------
48 # Diagonalise transformed Fock matrix
49 Diag(Fprime, Cprime, E)
50
51 #--------
52 # STEP 5. Calculate the molecular orbitals coefficients
53 #--------
54 # Transform eigen vectors to get matrix C
55 C = np.matmul(X, Cprime)
56
57 # STEP 6. Calculate the new density matrix from the old P
58 Oldp = np.array(P)
59 P = np.zeros([2, 2])
60
61 # Form new density matrix
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62 for i in range(2):
63 for j in range(2):
64 # Save present density matrix before creating a

new one
65 for k in range(1):
66 P[i, j] += 2.0 * C[i, k] * C[j, k]
67
68 #--------
69 # STEP 7. Check to see if the energy has converged
70 #--------
71 Delta = 0.0
72 # Calculate delta the difference between the old and
73 # new density matrix (Old P and new P)
74 Delta = P - Oldp
75 Delta = np.sqrt(np.sum(Delta**2) / 4.0)
76
77 print("Step ", Iter, " Elec Energy", Energy, " Diff",

Delta)
78
79 # Check for convergence
80 if Delta < Crit:
81 # Add nuclear repulsion to get the total energy
82 Energy_tot = Energy + Za * Zb / R
83 print("")
84 print("Calculation converged with electronic energy:",

Energy)
85 print("Calculation converged with total energy:",

Energy_tot)
86 print("Density matrix")
87 print(P)
88 print("Mulliken populations")
89 print(np.matmul(P, S))
90 print("Coeffients")
91 print(C)
92
93 break� �
Step 4: รันการคำนวณ SCF และตรวจสอบความถกูต้อง

และแล้วเรากม็าถงึข้ันตอนสดุท้ายนัน่กค็อืการรันการคำนวณ SCF โดยสรปุอกีคร้ังหนึง่วา่ข้ันตอนการคำนวณ
น้ันมอัีลกอรทิมึดังตอ่ไปนี้

1. ทำการเดา Initial Density Matrix P โดยในตัวอยา่งโค้ดของเราน้ันจะใช้ P = 0 เพ ือ่ความงา่ย
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2. นำ P มาสร้าง Fock Matrix F

3. คำนวณ F ′ = S−1/2FS1/2

4. แก้สมการ Eigenvalue Problem โดยการนำ Secular Equation |F ′ −EI|= 0 มาทำ Diago-
nalization ซึง่เราจะได้ E และ C ออกมา

5. คำนวณ Density Matrix P อันใหมจ่าก C

6. ตรวจสอบเง ือ่นไขวา่พลังงานน้ัน Converged แล้วหรอืยัง ถ้าหากวา่ยังไม ่ Converged ให้วนซ้ำข้ัน
ตอนด้านบน

เราเร ิม่ด้วยการเรยีกใช้ฟงักชั์น Intgrl เพ ือ่คำนวณ One-Electron Intregral และ One-Electron
Integral และตามด้วยฟงักชั์น Collect และฟงักชั์น SCF ตามลำดับ� �
1 # Calculate one and two electron integrals
2 Intgrl(N, R, Zeta1, Zeta2, Za, Zb)
3
4 # Put all integals into array
5 Collect()
6
7 # Perform the SCF calculation
8 SCF(R, Za, Zb, G)� �

เม ือ่รันแล้วจะได้เอาตพ์ตุของการคำนวณ SCF ของระบบโมเลกลุ HeH+ ดังนี้� �
1 Step 1 Elec Energy 0.0 Diff 0.8828668530136917
2 Step 2 Elec Energy -4.141862876133925 Diff 0.2791763040686421
3 Step 3 Elec Energy -4.22649189912899 Diff 0.029661780077229444
4 Step 4 Elec Energy -4.227522925343759 Diff

0.0023182848695558057
5 Step 5 Elec Energy -4.227529268100319 Diff

0.00017439769686161983
6 Step 6 Elec Energy -4.227529304014095 Diff

1.3079512369092073e-05
7 Step 7 Elec Energy -4.227529304216109 Diff

9.807146593527476e-07
8 Step 8 Elec Energy -4.227529304217244 Diff

7.353368030466615e-08
9 Step 9 Elec Energy -4.22752930421725 Diff

5.5135252472270695e-09
10 Step 10 Elec Energy -4.227529304217251 Diff

4.1340208808251866e-10
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11 Step 11 Elec Energy -4.227529304217252 Diff
3.099665019964731e-11

12 Step 12 Elec Energy -4.227529304217252 Diff
2.3244357915420586e-12

13
14 Calculation converged with electronic energy: -4.227529304217252
15 Calculation converged with total energy: -2.86066216370331
16 Density matrix
17 [[1.28614168 0.54017322]
18 [0.54017322 0.22687011]]
19 Mulliken populations
20 [[1.52963579 1.11992783]
21 [0.64243955 0.47036421]]
22 Coeffients
23 [[ 0.80191698 -0.78226577]
24 [ 0.33680121 1.06844537]]� �

จากผลการคำนวณด้านบนจะเหน็ได้วา่พลังงานของโมเลกลุ HeH+ ทีค่ำนวณออกมาได้น้ันมคีา่ลดลง
เร ือ่ย ๆ โดยผา่นการคำนวณ SCF ท้ังหมด 12 คร้ัง พลังงานรวมของโมเลกลุทีค่ำนวณได้คอื -2.86066216370331
Hartree

แหลง่ความร ู้สำหรับอา่นเพิม่เตมิ

1. ถ้าอยากศกึษาทฤษฎี Hartree-Fock รวมถงึ Variational Principle และ Basis Sets ผมแนะนำให้
อา่นเลคเชอรโ์นต๊ของคอรส์ Advanced Computational Chemistry1

2. ถ้าอยากศกึษาการพสิจูน์ทฤษฎี Hartree-Fock แบบละเอยีด ผมแนะนำให้อา่น “Derivation of
Hartree-Fock Theory” โดย Arvi Rauk2

3. ถ้าอยากศกึษาการคำนวณ Molecular Integrals แบบละเอยีด ผมแนะนำให้อา่น “Fundamentals
of Molecular Integrals Evaluation” โดย Justin T. Fermann และ Edward F. Valeev

4.6 เขยีนโปรแกรม Direct Inversion of the Iterative Subspace

4.6.1 ไอเดยีเร ิม่ต้นของ DIIS

Direct Inversion of the Iterative Subspace (DIIS) เปน็วธิที ีพั่ฒนาโดยศาสตราจารย์ Peter Pu-
lay เพือ่เพ ิม่ความเรว็ของการล ูเ่ข้า (Convergence) ของการคำนวณ SCF26 โดยมไีอเดยีเร ิม่ต้นกค็อืการใช้

1http://www.chem.helsinki.fi/~manninen/lecture_notes.pdf
2https://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/0471220418.app0a

http://www.chem.helsinki.fi/~manninen/lecture_notes.pdf
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/0471220418.app0a
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Residual (หรอืเรยีกวา่ Error กไ็ด้) ซึง่เปน็ผลตา่งระหวา่ง Trial Vecotrs {P i} ระหวา่งรอบ (Iteration)

ei = pi+1 − pi (4.6.1)

ซึง่ DIIS น้ันจะมองวา่คำตอบสดุท้ายทีไ่ด้จากการหาคำตอบด้วยกระบวนการ SCF น้ันสามารถถกู Extrap-
olate ให้อย ูใ่นรปูของผลรวมเชงิเส้น (Linear Combination) ของปรภิมู ิยอ่ย (Subspace) ของรอบการ
คำนวณปจัจบัุนซึง่ได้มาจากการคำนวณในรอบกอ่นหน้า ดังนี้

p =
m∑
i=1

cip
i (4.6.2)

โดยทีเ่ราสามารถคำนวณสัมประสทิธ์ c ได้จากการลดคา่ความคลาดเคลือ่นซึง่ได้จาก

e =
m∑
i=1

cie
i (4.6.3)

ซึง่ถ้าหากวา่เราสังเกตดี ๆ แล้วจะพบวา่เราสามารถทำการลดคา่ความคลาดเคลือ่น (Error minimization) ได้
จาก

p =
m∑
i=1

ci
(
pf + ei

)
(4.6.4)

= pf
m∑
i=1

ci +
m∑
i=1

cie
i (4.6.5)

แล้วกใ็นกรณที ี่ p = pf เราจะได้วา่

m∑
i=1

ci = 1 และ
m∑
i=1

cie
i = 0 (4.6.6)

ทนี ี้ เรากม็กีารกำหนด Lagrangian ขึ้นมาเพือ่ใช้ในการลดคา่ Norm ของเวกเตอร์ความคลาดเคลือ่น (Error
Vector) ด้วย (⟨e|e⟩ =

∑m
i,j=1 c

∗
i cj⟨ei|ej⟩) ดังน ี้

L = c†Bc− λ

(
1−

m∑
i=1

ci

)
(4.6.7)
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โดยที่Bij = ei · ej

∂L
∂ck

= 0 (4.6.8)

= 2
m∑
i=1

ciBki − λ (4.6.9)

แล้วเรากท็ำการแก้ชดุสมการเชงิเส้นดังตอ่ไปนี้เพ ือ่หาสัมประสทิธ ิส์ำหรับ DIIS Extrapolation


B11 B12 . . . B1m −1
B21 B22 . . . B2m −1
. . . . . . . . . . . . . . .
Bm1 Bm2 . . . Bmm −1
−1 −1 . . . −1 0



c1
c2
. . .
cm
λ

 =


0
0
. . .
0
−1

 (4.6.10)

4.6.2 ร ู้จักกับ Commutator-DIIS

Commutator-DIIS หรอื C-DIIS เปน็เทคนคิทีน่ำ DIIS มาปรับปรงุเพ ือ่ให้มปีระสทิธมิากขึ้นโดยมกีาร
ปรับเปลีย่นเง ือ่นไขทีใ่ช้ในการสร้าง Residual หรอื Error27 นัน่กค็อืแทนทีจ่ะใช้ Trial Vector กเ็ปลีย่นมาใช้
Fock Matrix และ Density Matrix แทน เพือ่ท ีเ่ราจะได้นำไปใช้ในการหาคำตอบของ Hartree-Fock ได้โดย
การใช้กระบวนการ SCF โดยเง ือ่นไขทีเ่มทรกิซ์ท้ังหมดอันจะต้องมน้ัีนกค็อื Commutativity นัน่กค็อื Fock
Matrix F′ น้ันจะต้อง Commute กับ P′1 ซึง่สามารถเขยีนเง ือ่นไขของการ Commute ด้วยสมการดังตอ่ไป
นี้2

[F′,P′] = F′P′ −P′F′ = 0 (4.6.11)

ดังน้ัน Error ทีเ่กดิขึ้นระหวา่งแตล่ะรอบของกระบวนการ SCF คอื

ei = F′
iP

′
i −P′

iF
′
i (4.6.12)

ทนี ี้ เรากม็าพจิารณาสมการ Roothaan, FC = SCε, ซึง่เราสามารถทำ Transformation หรอืการเปลีย่น
รปูเพือ่ให้เปน็ Eigenvalue Problem (สมการไอเกน) ทีอ่ย ูใ่นรปูของ MO Basis ได้โดยการใช้เง ือ่นไข Or-
thonormality นัน่คอื C†SC = 1 ดังน ี้

1การ Commute กค็อื AB = BA หรอื AB−BA = 0
2ในหัวข้อนี้ผมใช้ F′,P′ สำหรับเมทรกิซท์ ีอ่ย ูใ่นรปูของ MO Basis และใช้ F,P สำหรับเมทรกิซท์ ีอ่ย ููใ่นรปูของ AO Basis
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F′C′ = C′ε (4.6.13)

โดยที่

F′ = S−1
2
†
F S−1

2 และ C = S−1
2C′ (4.6.14)

ซึง่จะทำให้เราได้ Density Matrix ทีอ่ย ูใ่นรปูของ AO Basis ดังนี้

P = CC† (4.6.15)

และในรปูของ MO Basis ดังนี้

P′ = C′C′† (4.6.16)

แล้วเรากจ็ะได้การแปลง Density Matrix จากรปูของ MO Basis ไปเปน็ AO Basis ดังนี้

P′ = (S−1
2 )−1P (S−1

2
†
)−1 (4.6.17)

และเพือ่ให้งา่ยกวา่นี้ เราจะกำหนดตัวแปรใหมข่ึ้นมาคอื X = S−1
2 โดยที่X น้ันเปน็ Hermitian ดังน้ันเรา

จะได้วา่

F′ = XFX (4.6.18)
P′ = X−1PX−1 (4.6.19)

ถ้าหากวา่เราทำการแทนสมการด้านบนนี้เข้าไปใน Commutator ทีอ่ย ูใ่นรปูของ MO Basis เราจะได้วา่

XFPX−1 −X−1PFX = 0 (4.6.20)

แล้วถ้าเราทำการคณูสมการด้านบนนี้ด้วย X−1 ท้ังทางด้านซ้ายและด้านขวาของท้ังสองข้างของสมการ

X−1XFPX−1X−1 −X−1X−1PFXX−1 = 0 (4.6.21)

เราจะได้ Commutator ทีอ่ย ูใ่นรปูของ AO Basis ออกมาดังนี้
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F′P′ −P′F′ = FPS− SPF = 0 (4.6.22)

ซึง่เรากจ็ะนำมาใช้ในการกำหนด Error ของวธิ ี DIIS นัน่เอง ดังนี้

ei = FiPiS− SPiFi (4.6.23)

4.6.3 อัลกอรทิมึ DIIS

อัลกอรทิมึของ DIIS ทีถ่กูนำมาใช้ในโปรแกรมเคมคีวอนตัมทัว่ไปน้ันมดัีงนี้

1. คำนวณ Error Vector โดยการใช้สมการที่ (4.6.23) ในแตล่ะรอบของการคำนวณ

2. สร้าง Matrix B โดยการใช้ Error Vector (Bij = ei · ej) และแก้ชดุสมการเชงิเส้นตอ่ไปนี้
B11 B12 . . . B1m −1
B21 B22 . . . B2m −1
. . . . . . . . . . . . . . .
Bm1 Bm2 . . . Bmm −1
−1 −1 . . . −1 0



c1
c2
. . .
cm
λ

 =


0
0
. . .
0
−1

 (4.6.24)

3. คำนวณ Fock Matrix อันใหมท่ ีถ่กู Extrapolate มาแล้วโดยการใช้สมการ Extrapolation ดังนี้

F =
m∑
i=1

ciFi (4.6.25)

4. ทำการวนซ้ำกระบวนการ SCF จนกวา่คำตอบจะลูเ่ข้า (Converged)

คราวนี้กถ็งึเวลาสนกุแล้ว เรามาดรูายละเอยีดการเขยีนโค้ดสำหรับคำนวณพลังงานของโมเลกลุน้ำ H2O
ด้วยวธิ ี SCF และวธิ ี DIIS กันครับ โดย Basis Set ทีใ่ช้คอื STO-3G ซึง่มจีำนวน Basis Functions ท้ังหมด 7
Functions� �
1 import numpy as np
2
3 from math import sqrt, pi
4 from timeit import default_timer as timer
5
6 start_time = timer()
7
8
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9 def readoneint(filename, naos, t):
10 text = open(filename, "r").read()
11 splitfile = text.strip().split("\n")
12 # print splitfile
13 k = 0
14 for i in range(naos):
15 for j in range(i + 1):
16 # print i, j
17 line = splitfile[k]
18 t[i, j] = line.split()[2]
19 t[j, i] = t[i, j]
20 k = k + 1
21 return
22
23
24 def readtwoint(filename, naos, eri):
25 text = open(filename, "r").read()
26 splitfile = text.strip().split("\n")
27 ntwoints = len(splitfile)
28 for k in range(ntwoints):
29 line = splitfile[k]
30 m = int(line.split()[0]) - 1
31 n = int(line.split()[1]) - 1
32 k = int(line.split()[2]) - 1
33 l = int(line.split()[3]) - 1
34 eri[m, n, k, l] = line.split()[4]
35 eri[n, m, k, l] = eri[m, n, k, l]
36 eri[m, n, l, k] = eri[m, n, k, l]
37 eri[n, m, l, k] = eri[m, n, k, l]
38 eri[k, l, m, n] = eri[m, n, k, l]
39 eri[k, l, n, m] = eri[m, n, k, l]
40 eri[l, k, m, n] = eri[m, n, k, l]
41 eri[l, k, n, m] = eri[m, n, k, l]
42 return
43
44
45 # Read one/two electron intergrals
46 def readint(naos, t, s, v, eri):
47 readoneint("STO-3G/t.dat", naos, t)
48 readoneint("STO-3G/s.dat", naos, s)
49 readoneint("STO-3G/v.dat", naos, v)
50 readtwoint("STO-3G/eri.dat", naos, eri)
51 return
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52
53
54 # Builds new (i)th fock matrix from the (i-1)th density matrix
55 def build_new_fock(denmat, naos, hcore):
56 fmat = np.zeros((naos, naos))
57 for m in range(naos):
58 for n in range(naos):
59 fmat[m, n] = hcore[m, n]
60 for k in range(naos):
61 for l in range(naos):
62 fmat[m, n] += denmat[k, l] * (
63 2 * erimat[m, n, k, l] - erimat[m, k, n,

l]
64 )
65 return fmat
66
67
68 # Diagonalises (i)th fock matrix and obtain (i)th density matrix,
69 # electronic energy, etc (check line 92)
70 def diagonalize_fock(fmat, smat_half, hcore):
71 fmatp = np.dot(
72 smat_half, np.dot(fmat, smat_half)
73 ) # transforming to canonical AO basis
74
75 epsilon, cmatp = np.linalg.eig(fmatp) # diagonalising fmatp
76 idx = epsilon.argsort()[::1] # sorting the eigenvalues
77 epsilon = epsilon[idx]
78 cmatp = cmatp[:, idx]
79 cmat = np.dot(smat_half, cmatp)
80 # only first 5 MOs are occupied in case of water
81 cmat_occ = cmat[:, 0:5]
82
83 denmat = np.dot(
84 cmat_occ, cmat_occ.transpose()
85 ) # building density matrix and calculating electronic

energy
86 var1 = hcore + fmat
87 eelec = np.trace(np.dot(denmat, var1))
88
89 return denmat, eelec, fmatp, cmat, epsilon
90
91
92 # builds a new error matrix based on (e = FDS-SDF)
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93 def build_error_vector(fmat, denmat, smat):
94 errvec = (
95 np.dot(fmat, np.dot(denmat, smat)) - np.dot(smat,

np.dot(denmat, fmat))
96 ).reshape(naos * naos, 1)
97 norm_errvec = sqrt(np.dot(errvec.transpose(), errvec)[0, 0])
98 return errvec, norm_errvec
99

100
101 # builds the B-matrix and solve for DIIS coefficient
102 def get_diis_coeff(errvec_subspace):
103 b_mat = np.zeros((len(errvec_subspace) + 1,

len(errvec_subspace) + 1))
104 b_mat[-1, :] = -1
105 b_mat[:, -1] = -1
106 b_mat[-1, -1] = 0
107
108 rhs = np.zeros((len(errvec_subspace) + 1, 1))
109 rhs[-1, -1] = -1
110
111 for i in range(len(errvec_subspace)):
112 for j in range(i + 1):
113 b_mat[i, j] = np.dot(errvec_subspace[i].transpose(),

errvec_subspace[j])
114 b_mat[j, i] = b_mat[i, j]
115
116 *diis_coeff, _ = np.linalg.solve(b_mat, rhs)
117
118 return diis_coeff
119
120
121 # Builds an extrapolated fock matrix by a linear combination
122 # (These won't be a part of fmat_subspace)
123 def extrapolated_fock(fmat_subspace, diis_coeff):
124 extrapolated_fmat = np.zeros((naos, naos))
125
126 for i in range(len(fmat_subspace)):
127 extrapolated_fmat += fmat_subspace[i] * diis_coeff[i]
128
129 return extrapolated_fmat
130
131
132 # Defining a class = Subspace for storing error vectors,
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133 # fock, and density matrices
134 class Subspace(list):
135 def append(self, item):
136 list.append(self, item)
137 if len(self) > dimSubspace:
138 del self[0]
139
140
141 print("=" * 58)
142 print(f"* Output for SCF energy calculation using DIIS algorithm

*")
143 print("=" * 58, "\n\n")
144
145
146 # Bunch of global variables defined; initalizing some arrays
147
148 naos = 7 # STO-3G has 7 AOs for H2O
149
150 tmat = np.zeros((naos, naos))
151 smat = np.zeros((naos, naos))
152 vmat = np.zeros((naos, naos))
153 erimat = np.zeros((naos, naos, naos, naos))
154 denmat = np.zeros((naos, naos))
155
156 with open("STO-3G/enuc.dat", "r") as f:
157 enuc = float(f.read())
158
159 readint(naos, tmat, smat, vmat, erimat)
160
161 # This will be initial guess for fock matrix
162 hcore = tmat + vmat
163
164 iterations = 12 # maximum number of iterations
165
166 scftol = 1e-12 # energy convergence criterion
167 dentol = 1e-12 # density convergence criterion
168 errtol = 1e-15 # error vector should be as close to 0
169
170 print(f"Molecule = H2O")
171 print(f"Basis Set = STO-3G")
172 print(f"Total number of basis functions = {naos}\n\n")
173
174 print(f"CONVERGENCE CRITERIA:\n~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~")
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175 print(f"Energy convergence criterion: {scftol}")
176 print(f"Norm of density matrix convergence criterion: {dentol}")
177 print(f"Norm of DIIS-error vector convergence criterion:

{errtol}\n\n")
178
179
180 # S^(-1/2) is used to diagonalise Fock matrix
181 s_eigval, s_eigvec = np.linalg.eig(smat)
182 s_halfeig = np.zeros((naos, naos))
183
184 for i in range(naos):
185 s_halfeig[i, i] = s_eigval[i] ** (-0.5)
186
187 a = np.dot(s_eigvec, s_halfeig) # a = L*s^(-1/2)
188 b = s_eigvec.transpose()
189 smat_half = np.dot(a, b)
190
191
192 ####################
193 # DIIS Code begins #
194 ####################
195
196 # Usually, around 6-8 to give a reasonable result
197 dimSubspace = 6
198
199 # Creating instances of the class=Subspace.
200 # The maximum dimension if defined above.
201 errvec_subspace = Subspace()
202 fmat_subspace = Subspace()
203 denmat_subspace = Subspace()
204
205 # Initilizing these variables to check convergence
206 old_energy, old_denmat = 0, np.zeros((naos, naos))
207
208 # Providing the guess fock matrix to begin with
209 # (This will not be a part of fmat_subspace)
210 fmat = np.zeros((naos, naos))
211 for m in range(naos):
212 for n in range(naos):
213 fmat[m, n] = hcore[m, n]
214
215 print(f"SCF ITERATIONS BEGIN:\n~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~")
216
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217 # Begining the DIIS-SCF iterations
218 for i in range(iterations):
219 print(f"Iteration {i+1}:")
220
221 if i <= 1:
222 denmat = diagonalize_fock(fmat, smat_half, hcore)[0]
223 denmat_subspace.append(denmat)
224
225 energy = diagonalize_fock(fmat, smat_half, hcore)[1]
226 print(f" * Electronic energy = {energy} Eh")
227
228 fmat = build_new_fock(denmat, naos, hcore)
229 fmat_subspace.append(fmat)
230
231 errvec, norm_errvec = build_error_vector(fmat, denmat,

smat)
232 errvec_subspace.append(errvec)
233 print(f" * Norm of DIIS error vector = {norm_errvec}")
234
235 else:
236 # Start building and solving B-matrix to obatined DIIS

coefficient
237 # after we have at least 2 error vectors
238 diis_coeff = get_diis_coeff(errvec_subspace)
239
240 # Building extrapolated fock matrices
241 extrapolated_fmat = extrapolated_fock(fmat_subspace,

diis_coeff)
242
243 # Density matrix from extrapolated fock
244 denmat = diagonalize_fock(extrapolated_fmat, smat_half,

hcore)[0]
245 denmat_subspace.append(denmat)
246
247 # Next entry in the fock subspace obtained
248 # from the recent density matrix obtained
249 fmat = build_new_fock(denmat, naos, hcore)
250 fmat_subspace.append(fmat)
251
252 # Electronic energy
253 energy = diagonalize_fock(fmat, smat_half, hcore)[1]
254 print(f" * Electronic energy = {energy} Eh")
255
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256 # Error vector calculation
257 errvec, norm_errvec = build_error_vector(fmat, denmat,

smat)
258 errvec_subspace.append(errvec)
259 print(f" * Norm of DIIS error vector = {norm_errvec}")
260 # DIIS algorithm ends here ####
261
262 ### Checking for various convergence criteria
263 deltaE = energy - old_energy
264 print(f" * Energy convergence = {deltaE} Eh")
265
266 denmat_vector, olddenmat_vector = np.reshape(denmat, (naos *

naos, 1)), np.reshape(
267 old_denmat, (naos * naos, 1)
268 )
269 norm_denmat = denmat_vector - olddenmat_vector
270 denconv = (np.dot(norm_denmat.transpose(), norm_denmat)) **

0.5
271 print(f" * Norm of density matrix convergence =

{denconv[0,0]}\n")
272
273 # Stop the iterations when convergence is reached
274 if abs(deltaE) < scftol and abs(denconv[0, 0]) < dentol:
275 print(f"SCF ENERGY AND DENSITY CONVERGED WITHIN {i+1}

ITERATIONS!\n\n")
276 MOenergies = diagonalize_fock(fmat, smat_half, hcore)[4]
277 print(f"ORBITAL

ENERGIES:\n~~~~~~~~~~~~~~~~~\n{MOenergies}\n\n")
278 print(f"FINAL RESULT:\n~~~~~~~~~~~~~")
279 print(f" * Electronic energy = {energy} Eh")
280 print(f" * Total energy = {energy+enuc} Eh")
281 print(f" * HOMO-LUMO gap =

{MOenergies[5]-MOenergies[4]} Eh")
282 break
283 else:
284 old_denmat = denmat
285 old_energy = energy
286
287 print(f"\n")
288 end_time = timer()
289 print(f"Wall time = {end_time-start_time} seconds\n")� �

โดยมเีอาตพ์ตุดังนี้
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� �
1 ==========================================================
2 * Output for SCF energy calculation using DIIS algorithm *
3 ==========================================================
4
5
6 Molecule = H2O
7 Basis Set = STO-3G
8 Total number of basis functions = 7
9

10
11 CONVERGENCE CRITERIA:
12 ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~
13 Energy convergence criterion: 1e-12
14 Norm of density matrix convergence criterion: 1e-12
15 Norm of DIIS-error vector convergence criterion: 1e-15
16
17
18 SCF ITERATIONS BEGIN:
19 ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~
20 Iteration 1:
21 * Electronic energy = -125.84207743769872 Eh
22 * Norm of DIIS error vector = 0.7071326622354689
23 * Energy convergence = -125.84207743769872 Eh
24 * Norm of density matrix convergence = 2.5502610775639942
25
26 Iteration 2:
27 * Electronic energy = -78.28658328473979 Eh
28 * Norm of DIIS error vector = 0.2916188629562465
29 * Energy convergence = 47.55549415295893 Eh
30 * Norm of density matrix convergence = 1.8266730844790497
31
32 ... [Trimmed]
33
34 Iteration 11:
35 * Electronic energy = -82.94444699000206 Eh
36 * Norm of DIIS error vector = 3.77585115992646e-14
37 * Energy convergence = 1.8474111129762605e-13 Eh
38 * Norm of density matrix convergence = 6.63375456196504e-14
39
40 SCF ENERGY AND DENSITY CONVERGED WITHIN 11 ITERATIONS!
41
42
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43 ORBITAL ENERGIES:
44 ~~~~~~~~~~~~~~~~~
45 [-20.26289162 -1.20969737 -0.54796465 -0.4365272 -0.38758672
46 0.47761872 0.58813928]
47
48
49 FINAL RESULT:
50 ~~~~~~~~~~~~~
51 * Electronic energy = -82.94444699000206 Eh
52 * Total energy = -74.94207992819162 Eh
53 * HOMO-LUMO gap = 0.8652054408643053 Eh
54
55
56 Wall time = 0.06017093900300097 seconds� �

โดยสว่นประกอบของโค้ดด้านบนนี้ประกอบไปด้วยฟงักชั์นและคลาสซึง่มหีน้าทีดั่งน ี้

• readoneint เปน็ฟงักชั์นสำหรับอา่นไฟลท์ ีเ่กบ็ข้อมลู One-Electron Integral

• readtwoint เปน็ฟงักชั์นสำหรับอา่นไฟลท์ ีเ่กบ็ข้อมลู Two-Electron Integral

• readint เปน็ฟงักชั์นสำหรับอา่น ข้อมลู Integral ก ็คอื เรยีกใช้ฟงักชั์น readoneint กับ
readtwoint

• build_new_fock เปน็ฟงักชั์นสำหรับสร้าง Fock Matrix อันใหม่

• diagonalize_fock เปน็ฟงักชั์นสำหรับทำ Diagonalization เพือ่แก้คำตอบหาคา่พลังงาน
ของแตล่ะออรบ์ทัิล

• build_error_vector เปน็ฟงักชั์นสำหรับคำนวณ Error Vector สำหรับวธิ ี DIIS

• get_diis_coeff เปน็ฟงักชั์นสำหรับคำนวณสัมประสทิธ ิเ์พ ือ่นำไปคำนวณ Extrapolated Fock

• extrapolated_fock เปน็ฟงักชั์นสำหรับคำนวณ Extrapolated Fock ด้วยวธิ ี DIIS

• Subspace เปน็คลาสสำหรับสร้าง Subspace เพือ่ทำการเกบ็ข้อมลู Error Vector, Fock Matrix,
และ Density Matrix

ข้อมลูของ Electron Integrals ของ STO-3G น้ันผมเอามาจาก GitHub https://github.com/CrawfordG
roup/ProgrammingProjects/tree/master/Project%2303/input/h2o/STO-3G ซึง่ดาวนโ์หลดมาใช้ได้
ฟร ี แล้วกป็ระสทิธภิาพของ DIIS เม ือ่เทยีบกับวธิ ี SCF แบบปกตน้ัินถอืวา่เยอะกวา่มาก ถ้าหากวา่เราคำนวณ

https://github.com/CrawfordGroup/ProgrammingProjects/tree/master/Project%2303/input/h2o/STO-3G
https://github.com/CrawfordGroup/ProgrammingProjects/tree/master/Project%2303/input/h2o/STO-3G
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พลังงานของโมเลกลุน้ำด้วย SCF แบบปกติ จะใช้จำนวนรอบประมาณ 38 รอบ แตเ่ม ือ่ใช้ DIIS เข้ามาชว่ย พบ
วา่พลังงานน้ันล ูเ่ข้าภายใน 11 รอบเทา่น้ัน

4.7 เขยีนโปรแกรม Møller-Plesset Perturbation (ภาษา Python)

ถ้าหากวา่เราสามารถเขยีนโปรแกรมสำหรับคำนวณ Hartree-Fock ได้แล้ว การเขยีนโปรแกรมคำนวณ
Møller-Plesset น้ันกท็ำได้ไมย่าก เพราะวา่เรามี Transformed Two-Electron Integrals อย ูแ่ล้ว เราก ็
สามารถนำมาใช้งานตอ่ได้เลย โดยเฉพาะการคำนวณ Møller-Plesset แบบ Second Order Perturbation
หรอืเรยีกส้ัน ๆ วา่ MP2 ยิง่งา่ยเข้าไปใหญ่ เพราะวา่เราไมต้่องใช้วธิกีารวนซ้ำแบบทีเ่ราทำใน Hartree-Fock
โดยพลังงานทีเ่ราจะคำนวณด้วย MP2 น้ันกค็อื Correlation Energy ซึง่เปน็พลังงานทีเ่กดิการทีอ่เิลก็ตรอน
ในโมเลกลุน้ันพยายามผลักหรอืหลกีเล ีย่งออกจากกัน (Avoid) โดยพลังงานงานของ MP2 สามารถเขยีนออก
มาได้ในรปูของ Spin Orbital Basis ดังนี้

EMP2 =
1

4

∑
ijab

|⟨ij||ab⟩|2

ϵi + ϵj − ϵa − ϵb
(4.7.1)

โดยที่ i กับ j คอืดัชนที ีบ่อกหมายเลขของออรบ์ทัิลทีม่อีเิลก็ตรอนบรรจอุย ู่ (Occupied Orbitals) และ a กับ
b คอืดัชนที ีบ่อกหมายเลขของออร์บทัิลทีไ่มม่อีเิลก็ตรอน (Unoccupied Orbitals หรอื Virtual Orbitals)
สว่นเทอม Integrals ทีอ่ย ูด้่านบนของของเศษสว่นน้ันกค็อื Double-Bar Integrals ซึง่เปน็เทอมทีอ่ธบิาย
พลังงาน Coulomb กับพลังงาน Exchange ระหวา่งอเิลก็ตรอนแตล่ะค ูซ่ึง่ได้มาจากการแปลง (Transfor-
mation) Two-Electron Integrals ให้กลายเปน็ Molecular Orbital Basis สว่นเทอมทีอ่ย ูด้่านลา่งน้ันกค็อื
พลังงานของออรบ์ทัิลซึง่ได้มาจาก Eigenvalues ของวธิ ี Hartree-Fock นัน่เอง พดูงา่ย ๆ กค็อืสว่นผสมทีใ่ช้
ในการคำนวณ MP2 น้ันได้มาจาก Hartree-Fock หมดเลย

จากเหตผุลด้านบนน้ันจะสรปุได้วา่วธิ ี MP2 น้ันเปน็หนึง่ในวธิที ีค่ำนวณได้งา่ยทีส่ดุแล้วของวธิ ี Elec-
tronic Structure ท้ังหมด สำหรับการเขยีนโค้ด MP2 น้ันจะเหน็ได้วา่เราจะต้องมกีารเขยีนลปูท้ังหมด 4 ลปู
โดยแตล่ะลปูจะวนตามจำนวนของออรบ์ทัิลทีเ่ราสนใจ

เร ิม่ต้นด้วยการอมิพอรต์ไลบราร ีท่ ีเ่ราต้องการใช้กอ่น สำหรับโค้ด MP2 เราจะใช้แค ่ numpy ครับ� �
1 import numpy as np� �

เรามาเขยีนฟงักชั์นสำหรับการคำนวณ Compound Index ของ Integrals แบบ Four-Index กันกอ่นครับ� �
1 def eint(a, b, c, d):
2 """
3 Return compound index given four indices
4 """
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5 if a > b:
6 ab = a * (a + 1) / 2 + b
7 else:
8 ab = b * (b + 1) / 2 + a
9 if c > d:

10 cd = c * (c + 1) / 2 + d
11 else:
12 cd = d * (d + 1) / 2 + c
13 if ab > cd:
14 abcd = ab * (ab + 1) / 2 + cd
15 else:
16 abcd = cd * (cd + 1) / 2 + ab
17 return abcd� �
ตอ่ด้วยฟงักชั์นสำหรับคำนวณ Integrals� �
1 def teimo(a, b, c, d):
2 """
3 Return Value of spatial MO two electron integral
4 Example: (12|34) = tei(1,2,3,4)
5 """
6 return ttmo.get(eint(a, b, c, d), 0.0e0)� �

ลำดับตอ่ไปคอืการกำหนดคา่เร ิม่ต้นของพลังงานของออรบ์ทัิล (Orbital Energies) และ Transformed Two-
Electron Integrals� �
1 Nelec = 2 # 2 electrons in HeH+
2 dim = 2 # two spatial basis functions in STO-3G
3 E = [-1.52378656, -0.26763148]
4 ttmo = {
5 5.0: 0.94542695583037617,
6 12.0: 0.17535895381500544,
7 14.0: 0.12682234020148653,
8 17.0: 0.59855327701641903,
9 19.0: -0.056821143621433257,

10 20.0: 0.74715464784363106,
11 }� �
แล้วเรากท็ำการแปลง Spatial Molecular Orbital ให้เปน็ Spin Molecular Orbital� �
1 # This makes the spin basis double bar integral (physicists'

notation).
2 # We double the dimension (each spatial orbital is now two spin

orbitals)
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3
4 dim = dim * 2
5 ints = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
6 for p in range(1, dim + 1):
7 for q in range(1, dim + 1):
8 for r in range(1, dim + 1):
9 for s in range(1, dim + 1):

10 value1 = (
11 teimo((p + 1) // 2, (r + 1) // 2, (q + 1) //

2, (s + 1) // 2)
12 * (p % 2 == r % 2)
13 * (q % 2 == s % 2)
14 )
15 value2 = (
16 teimo((p + 1) // 2, (s + 1) // 2, (q + 1) //

2, (r + 1) // 2)
17 * (p % 2 == s % 2)
18 * (q % 2 == r % 2)
19 )
20 ints[p - 1, q - 1, r - 1, s - 1] = value1 -

value2� �
กำหนด Spin Basis Fock Matrix Eigenvalues� �
1 fs = np.zeros((dim))
2 for i in range(0, dim):
3 fs[i] = E[i // 2]
4 # fs = np.diag(fs)� �

เร ิม่การคำนวณ MP2 โดยเราจะทำการวนลปู 2 ลปูแรกกอ่นจนครบตามจำนวนของ Occupied Spin Or-
bitals ซึง่เทา่กับจำนวนอเิลก็ตรอน สว่น 2 ลปูสดุท้ายข้างในเปน็ลปูทีจ่ะวนตามจำนวนของ Virtual Orbitals� �
1 EMP2 = 0.0
2 for i in range(0, Nelec):
3 for j in range(0, Nelec):
4 for a in range(Nelec, dim):
5 for b in range(Nelec, dim):
6 EMP2 += 0.25 * ints[i, j, a, b] * ints[i, j, a,

b] / (fs[i] + fs[j] - fs[a] - fs[b])
7
8 print("E(MP2) Correlation Energy = ", EMP2, " Hartrees")� �

เม ือ่รันโค้ดด้านบนแล้วจะได้ Correlation Energy ออกมาประมาณ -0.00640 Hartree ซึง่น้อยมากเมือ่เทยีบ
กับ Electronic Energy ของโมเลกลุเดยีวกัน ซึง่ถอืวา่เปน็เร ือ่งปกตทิ ี่ Correlation Energy น้ันจะมสัีดสว่น
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ทีน้่อยกวา่พลังงานอืน่ ๆ จากงานวจัิยหลาย ๆ งานพบวา่ Hartree-Fock น้ันให้ความถกูต้องในการคำนวณ
พลังงานของโมเลกลุมากถงึ 99% สว่นอกี 1% น้ันกค็อืพลังงาน Correlation ทีห่ายไปนัน่เอง แตถ้่าหากวา่เรา
มาดรูายละเอยีดจรงิ ๆ จะพบวา่ 1% ทีห่ายไปน้ันไมน้่อยเลย เพราะถ้าหากวา่โมเลกลุของเรามพีลังงานรวม
ท้ังหมดอยูใ่นหลักสบิหรอืหลักร้อย kcal/mol นัน่หมายความวา่ความคลาดเคลือ่นของการทีเ่ราไมพ่จิารณา
Correlation Energy น้ันมคีา่ประมาณ 1% ซึง่เกนิคา่ความถกูต้องทางเคมี (Chemical Accuracy) ไปเยอะ
มาก ดังน้ันการรวม Correlation Effect จงึเปน็ส ิง่ท ีส่ำคัญมากและถอืวา่เปน็หนึง่ในหัวข้องานวจัิยทีส่ำคัญ
มาก ๆ ของเคมคีวอนตัม ในปจัจบัุนมวีธิกีารตา่ง ๆ ทีถ่กูพัฒนาขึ้นมาเพือ่ใช้ในการคำนวณพลังงานรวมของ
โมเลกลุโดยรวมผลของ Correlation Effect เข้าไปด้วยเพือ่ให้ผลการคำนวณน้ันมคีา่ถกูต้องและแมน่ยำมาก
ทีส่ดุเทา่ท ีจ่ะเปน็ไปได้

4.8 เขยีนโปรแกรม Coupled Cluster (ภาษา Python)

4.8.1 มาทำความเข้าใจทฤษฎกัีนกอ่น

ในหัวข้อนี้เราจะมาดวูธิกีารเขยีนโค้ด Implement วธิ ี Coupled Cluster with Singles and Doubles
(CCSD) กันครับ โดยเราจะอ้างองิ Formalism จากบทความวจัิยของ John F. Stanton ตพีมิพ์เม ือ่ป ี ค.ศ.
199128 โดยเหตผุลทีเ่ลอืก Formalism นี้กเ็พราะวา่สามารถ Implement ได้งา่ยนัน่เอง ถ้าพร้อมแล้วกม็า
เร ิม่กันเลย

สำหรับโมเดล Coupled Cluster (CC) น้ัน ถ้าเราสามารถทำการแยกตัวประกอบของเทอม Excitations
ตา่ง ๆ ได้ เราพบวา่เทอมทกุเทอมทีแ่ยกออกมาน้ันจะสามารถหาได้จากการทำให้ส้ันลง (Contraction) ของ
Cluster Operator (T ) โดยการใช้เพยีงแค ่ Integrals แบบ Two-Index หรอื Four-Index เทา่น้ัน คำถาม
คอื “แล้ว Integrals อันไหนละ่ทีเ่ราจะสามารถนำมาใช้ได้ แล้ว Integrals อันน้ันจะต้องเปน็แบบ Two-Index
หรอื Four-Index ด้วย” คำตอบกค็อื “ขึ้นอย ูกั่บกรณ”ี

• ในกรณขีอง CC Model ทีเ่ปน็แบบเส้นตรง (Linear) เราจะใช้ Fock Matrix Elements (fpq) และ
Molecular Orbital (MO) Integrals ⟨pq∥rs⟩

• ในกรณขีอง CC แบบทีไ่มเ่ปน็เส้นตรง (Nonlinear) เชน่ CCD หรอื CCSD น้ันเราจะใช้ไมส่ามารถใช้
(fpq) กับ ⟨pq∥rs⟩ ได้ตรง ๆ แตเ่ราจะใช้ส ิง่ท ีเ่รยีกวา่ Two-Particle Intermediates แทน ซึง่มัน
กค็อืการนำ (fpq) มา ⟨pq∥rs⟩ มาดัดแปลง โดย Two-Particle Intermediates ทีไ่ด้จากการการ
ดัดแปลงน้ันคอื Fpq และ Wpqrs ตามลำดับ

โดยเรากำหนดให้ i, j, k, . . . แทน Occupied Orbitals, a, b, c, . . . แทน Unoccupied Orbitals, สว่น
p, q, r, . . . เปน็ดัชนแีบบทัว่ไปทีเ่อาไว้ใช้แทน Occupied หรอื Unoccupied Orbitals กไ็ด้

จากเปเปอร์ของ Stanton ตัวโมเดล CCSD น้ันสามารถเขยีนให้อย ูใ่นรปูของการแยกเทอมตาม Spin-
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Orbital Form ได้ดังนี้

Singles Cluster Operator: T1

taiD
a
i =fia +

∑
e

teiFae −
∑
m

tamFmi +
∑
me

taeimFme

−
∑
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2

∑
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(4.8.1)

Doubles Cluster Operator: T2

tabijD
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(4.8.2)

โดยจะเหน็วา่ท้ัง T1 และ T2 น้ันตา่งกม็ ี Two-Particle Intermediates (F และW ) เปน็สว่นหนึง่ของสมการ
ซึง่ เรามีนยิามของ Intermediates ท้ัง 2 ตัวสำหรับ Contribution จาก Occupied และ Unoccupied
Orbitals ทีแ่ตกตา่งกันดังนี้

Fae = (1− δae) fae −
1

2

∑
m

fmet
a
m +

∑
mf

tfm⟨ma∥fe⟩ −
1

2

∑
mnf

τ̃afmn⟨mn∥ef⟩ (4.8.3)

Fmi = (1− δmi) fmi +
1

2

∑
e
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∑
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1

2

∑
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τ̃ efin ⟨mn∥ef⟩ (4.8.4)

Fme = fme +
∑
nf

tfn⟨mn∥ef⟩ (4.8.5)
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Wmnij = ⟨mn∥ij⟩+ P−(ij)
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(4.8.8)

โดย Intermediate Operators ท้ัง 2 ตัวนี้กข็ึ้นกับ Two-Particle Excitation Operators อกีเชน่กัน นัน่ก ็
คอื τ และ τ̃ ซึง่มนียิามดังตอ่ไปนี้

τ̃abij = tabij +
1

2

(
tai t

b
j − tbit

a
j

)
(4.8.9)

τabij = tabij + tai t
b
j − tbit

a
j (4.8.10)

แล้วกยั็งขึ้นอย ูกั่บ P±(pq) Operator ด้วย ซึง่มนียิามดังนี้

P±(pq) = 1± P (pq) (4.8.11)

โดยที่P (pq) น้ันมคีณุสมบัติ Permutation ระหวา่งดัชนี p และ q, δpq คอื Kronecker Delta, และเรากม็ ี
Denominator Arrays (D) ซึง่มนียิามคอื

Da
i = fii − faa (4.8.12)

Dab
ij = fii + fij − faa − fbb (4.8.13)

กอ่นทีเ่ราจะไปดรูายละเอยีดการเขยีนโค้ดของ CCSD น้ัน เรามาวเิคราะห์สมการด้านบนกันกอ่นวา่
เราควรจะดไีซน์โปรแกรมของเราอยา่งไรดี ถ้าหากวา่เราไมเ่ข้าใจ Workflow ของอัลกอรทิมึท ีเ่ราต้องการ
Implement ให้ละเอยีด พอถงึเวลาทีเ่ราต้องเขยีนโค้ดจรงิ ๆ กอ็าจจะสับสนหรอืงงได้ และนำไปส ูผ่ลการ
คำนวณทีผ่ดิ
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จะเหน็ ได้วา่จากสมการที่ (4.8.1) - (4.8.8) น้ันจะเปน็การคำนวณที่ม ีแค ่การคณูระหวา่ง เมทรกิซ์
(Matrix-Matrix Product) เทา่น้ัน ดังน้ันเราจงึควรเลอืกใช้ Array สำหรับเปน็ Data Structure ของตัวแปร
ตา่ง ๆ ในโค้ด นอกจากนี้แล้วถ้าสังเกตดี ๆ จะเหน็วา่เราเร ิม่ต้นด้วยสมการของ Singles กับ Doubles Op-
erators กอ่น (สมการที่ (4.8.1) และ (4.8.2)) แล้วกม็สีมการอืน่ ๆ ตามมาทีเ่ราจะต้องคำนวณเพราะวา่มัน
เปน็สว่นประกอบหรอื Component ทีเ่ราจะต้องนำมาใช้ในการคำนวณ Cluster Operator ดังน้ันวธิกีาร
Implement วธิ ี CCSD ตาม Formalism ของ Stanton น้ันกค็อืใช้เทคนคิ Bottom-Up ซึง่กค็อืการเร ิม่เขยีน
ฟงักชั์นเพือ่คำนวณหาองคป์ระกอบตา่ง ๆ ทีเ่ราจำเปน็ต้องใช้กอ่น แล้วนำมารวมรา่งกันเพือ่นำไปส ูก่ารหาคำ
ตอบสดุท้าย ซึง่กค็อื T1 และ T2 นัน่เอง แล้วพอเราได้ Cluster Operators แล้วเรากส็ามารถนำไปใช้ในการ
คำนวณหาพลังงาน Correlation ได้ตอ่ไป (มอีธบิายแทรกอยูใ่นสว่นทีเ่ขยีนโค้ด)

ต้องขอโนต๊ไว้วา่สำหรับ Fock Matrix Elements น้ัน เราจะนำ Hartree-Fock มาใช้เปน็ฟงักชั์นอ้างองิ
ดังน้ัน Diagonal Elements ของ Diagonal Terms น้ันจงึเปน็แคพ่ลังงานของออรบ์ทัิลหรอื Eigenvalues

4.8.2 มาลงมอืเขยีนโค้ด CCSD กันเลย

เราเร ิม่ด้วยการอมิพอรต์ไลบราร ีท่ ีต้่องใช้� �
1 import numpy as np� �

เขยีนฟงักชั์นสำหรับการหา Compound Index (เหมอืนกันกับโค้ดของ MP2 กอ่นหน้านี้)� �
1 def eint(a, b, c, d):
2 """
3 Return compound index given four indices
4 """
5 if a > b:
6 ab = a * (a + 1) / 2 + b
7 else:
8 ab = b * (b + 1) / 2 + a
9 if c > d:

10 cd = c * (c + 1) / 2 + d
11 else:
12 cd = d * (d + 1) / 2 + c
13 if ab > cd:
14 abcd = ab * (ab + 1) / 2 + cd
15 else:
16 abcd = cd * (cd + 1) / 2 + ab
17 return abcd� �
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เขยีนฟงักชั์นสำหรับการคำนวณ Two-Electron Integral ของ Spatial MOs (เหมอืนกันกับโค้ดของ MP2
กอ่นหน้านี้)� �
1 def teimo(a, b, c, d):
2 """
3 Return Value of spatial MO two electron integral
4 Example: (12|34) = tei(1,2,3,4)
5 """
6 return ttmo.get(eint(a, b, c, d), 0.0e0)� �

กำหนดพารามเิตอรต์า่ง ๆ (คำอธบิายอย ูใ่นคอมเมนตภ์ายในโค้ด)� �
1 Nelec = 2 # we have 2 electrons in HeH+
2 dim = 2 # we have two spatial basis functions in STO-3G
3 E = [-1.52378656, -0.26763148] # molecular orbital energies
4 # python dictionary containing Two-Electron repulsion integrals
5 ttmo = {
6 5.0: 0.94542695583037617,
7 12.0: 0.17535895381500544,
8 14.0: 0.12682234020148653,
9 17.0: 0.59855327701641903,

10 19.0: -0.056821143621433257,
11 20.0: 0.74715464784363106,
12 }
13 ENUC = 1.1386276671 # nuclear repulsion energy for HeH+
14 EN = -3.99300007772 # SCF energy� �
เม ือ่เราได้ Spatial MOs แล้ว ลำดับตอ่ไปคอืการเขยีนฟงักชั์นสำหรับแปลง Spatial MOs ให้เปน็ Spin MOs� �
1 spinints = np.zeros((dim * 2, dim * 2, dim * 2, dim * 2))
2
3 for p in range(1, dim * 2 + 1):
4 for q in range(1, dim * 2 + 1):
5 for r in range(1, dim * 2 + 1):
6 for s in range(1, dim * 2 + 1):
7 value1 = (
8 teimo((p + 1) // 2, (r + 1) // 2, (q + 1) //

2, (s + 1) // 2)
9 * (p % 2 == r % 2)

10 * (q % 2 == s % 2)
11 )
12 value2 = (
13 teimo((p + 1) // 2, (s + 1) // 2, (q + 1) //

2, (r + 1) // 2)
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14 * (p % 2 == s % 2)
15 * (q % 2 == r % 2)
16 )
17 spinints[p - 1, q - 1, r - 1, s - 1] = value1 -

value2� �
ทำการคำนวณพลังงานของ MOs แล้วใสค่า่ท ีค่ำนวณได้กลับคนืเข้าไปใน Diagonal Array� �
1 fs = np.zeros((dim * 2))
2 for i in range(0, dim * 2):
3 fs[i] = E[i // 2]
4 # put MO energies in diagonal array
5 fs = np.diag(fs)� �

ข้ันตอนตอ่จากนี้ไปเราจะมาเขยีนฟงักชั์นสำหรับการคำนวณ Operator และ Integrals ตา่ง ๆ ทีไ่ด้อธบิายไป
กอ่นหน้านี้ตามสมการในเปเปอรข์อง Stanton โดยเราจะเร ิม่ด้วยการสร้าง Array เปลา่ ๆ สำหรับเกบ็ข้อมลู
ของ Singles T1 และ Doubles T2 Operators กอ่น แล้วกต็ามด้วยการกำหนดคา่เร ิม่ต้นให้กับ Doubles
Operator T2 ซึง่เราจะใช้คา่ Integrals และพลังงานจาก MP2 ทีเ่ราได้เขยีนโค้ดไปกอ่นหน้านี้

แล้วกต็ามด้วยการคำนวณ Denominator Arrays (Da
i กับDab

ij ) ตามสมการที่ (4.8.12) และ (4.8.13) ตาม
ลำดับ แล้วกต็ามด้วยการคำนวณ Two-Particle Excitation Operators (τ̃abij กับ τabij ) ตามสมการที่ (4.8.9)
และ (4.8.10) ตามลำดับ� �
1 # twice the dimension of spatial orbital
2 dim = dim * 2
3
4 # Initialize empty T1 (ts) and T2 (td) arrays
5 ts = np.zeros((dim, dim))
6 td = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
7
8 # Initial guess T2 --- from MP2 calculation!
9 for a in range(Nelec, dim):

10 for b in range(Nelec, dim):
11 for i in range(0, Nelec):
12 for j in range(0, Nelec):
13 td[a, b, i, j] += spinints[i, j, a, b] / (fs[i,

i] + fs[j, j] - fs[a, a] - fs[b, b])
14
15 # Make denominator arrays Dai, Dabij
16 # Stanton eq (12)
17 Dai = np.zeros((dim, dim))
18 for a in range(Nelec, dim):
19 for i in range(0, Nelec):
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20 Dai[a, i] = fs[i, i] - fs[a, a]
21
22 # Stanton eq (13)
23 Dabij = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
24 for a in range(Nelec, dim):
25 for b in range(Nelec, dim):
26 for i in range(0, Nelec):
27 for j in range(0, Nelec):
28 Dabij[a, b, i, j] = fs[i, i] + fs[j, j] - fs[a,

a] - fs[b, b]
29
30
31 # Stanton eq (9)
32 def taus(a, b, i, j):
33 taus = td[a, b, i, j] + 0.5 * (ts[a, i] * ts[b, j] - ts[b,

i] * ts[a, j])
34 return taus
35
36
37 # Stanton eq (10)
38 def tau(a, b, i, j):
39 tau = td[a, b, i, j] + ts[a, i] * ts[b, j] - ts[b, i] *

ts[a, j]
40 return tau� �
เรามาตอ่ด้วยการเขยีนฟงักชั์นสำหรับคำนวณ Two-Particle Intermediates ซึง่เปน็การ Implement Fpq
กับ Wpqrs สมการที่ (4.8.3), (4.8.4), (4.8.5), (4.8.6), (4.8.7), และ (4.8.8) ตามลำดับ� �
1 def update_inter(x):
2 """
3 Update two-particle intermediates
4 """
5 if x == True:
6 # Stanton eq (3)
7 Fae = np.zeros((dim, dim))
8 for a in range(Nelec, dim):
9 for e in range(Nelec, dim):

10 Fae[a, e] = (1 - (a == e)) * fs[a, e]
11 for m in range(0, Nelec):
12 Fae[a, e] += -0.5 * fs[m, e] * ts[a, m]
13 for f in range(Nelec, dim):
14 Fae[a, e] += ts[f, m] * spinints[m, a,

f, e]
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15 for n in range(0, Nelec):
16 Fae[a, e] += -0.5 * taus(a, f, m, n)

* spinints[m, n, e, f]
17
18 # Stanton eq (4)
19 Fmi = np.zeros((dim, dim))
20 for m in range(0, Nelec):
21 for i in range(0, Nelec):
22 Fmi[m, i] = (1 - (m == i)) * fs[m, i]
23 for e in range(Nelec, dim):
24 Fmi[m, i] += 0.5 * ts[e, i] * fs[m, e]
25 for n in range(0, Nelec):
26 Fmi[m, i] += ts[e, n] * spinints[m, n,

i, e]
27 for f in range(Nelec, dim):
28 Fmi[m, i] += 0.5 * taus(e, f, i, n)

* spinints[m, n, e, f]
29
30 # Stanton eq (5)
31 Fme = np.zeros((dim, dim))
32 for m in range(0, Nelec):
33 for e in range(Nelec, dim):
34 Fme[m, e] = fs[m, e]
35 for n in range(0, Nelec):
36 for f in range(Nelec, dim):
37 Fme[m, e] += ts[f, n] * spinints[m, n,

e, f]
38
39 # Stanton eq (6)
40 Wmnij = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
41 for m in range(0, Nelec):
42 for n in range(0, Nelec):
43 for i in range(0, Nelec):
44 for j in range(0, Nelec):
45 Wmnij[m, n, i, j] = spinints[m, n, i, j]
46 for e in range(Nelec, dim):
47 Wmnij[m, n, i, j] += (
48 ts[e, j] * spinints[m, n, i, e]

- ts[e, i] * spinints[m, n, j, e]
49 )
50 for f in range(Nelec, dim):
51 Wmnij[m, n, i, j] += 0.25 *

tau(e, f, i, j) * spinints[m, n, e, f]
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52
53 # Stanton eq (7)
54 Wabef = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
55 for a in range(Nelec, dim):
56 for b in range(Nelec, dim):
57 for e in range(Nelec, dim):
58 for f in range(Nelec, dim):
59 Wabef[a, b, e, f] = spinints[a, b, e, f]
60 for m in range(0, Nelec):
61 Wabef[a, b, e, f] += (
62 -ts[b, m] * spinints[a, m, e, f]

+ ts[a, m] * spinints[b, m, e, f]
63 )
64 for n in range(0, Nelec):
65 Wabef[a, b, e, f] += 0.25 *

tau(a, b, m, n) * spinints[m, n, e, f]
66
67 # Stanton eq (8)
68 Wmbej = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
69 for m in range(0, Nelec):
70 for b in range(Nelec, dim):
71 for e in range(Nelec, dim):
72 for j in range(0, Nelec):
73 Wmbej[m, b, e, j] = spinints[m, b, e, j]
74 for f in range(Nelec, dim):
75 Wmbej[m, b, e, j] += ts[f, j] *

spinints[m, b, e, f]
76 for n in range(0, Nelec):
77 Wmbej[m, b, e, j] += -ts[b, n] *

spinints[m, n, e, j]
78 for f in range(Nelec, dim):
79 Wmbej[m, b, e, j] += (
80 -(0.5 * td[f, b, j, n] +

ts[f, j] * ts[b, n]) * spinints[m, n, e, f]
81 )
82
83 return Fae, Fmi, Fme, Wmnij, Wabef, Wmbej� �

� �
1 # Stanton eq (1)
2 def makeT1(x, ts, td):
3 if x == True:
4 tsnew = np.zeros((dim, dim))
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5 for a in range(Nelec, dim):
6 for i in range(0, Nelec):
7 tsnew[a, i] = fs[i, a]
8 for e in range(Nelec, dim):
9 tsnew[a, i] += ts[e, i] * Fae[a, e]

10 for m in range(0, Nelec):
11 tsnew[a, i] += -ts[a, m] * Fmi[m, i]
12 for e in range(Nelec, dim):
13 tsnew[a, i] += td[a, e, i, m] * Fme[m, e]
14 for f in range(Nelec, dim):
15 tsnew[a, i] += -0.5 * td[e, f, i, m]

* spinints[m, a, e, f]
16 for n in range(0, Nelec):
17 tsnew[a, i] += -0.5 * td[a, e, m, n]

* spinints[n, m, e, i]
18 for n in range(0, Nelec):
19 for f in range(Nelec, dim):
20 tsnew[a, i] += -ts[f, n] * spinints[n,

a, i, f]
21 tsnew[a, i] = tsnew[a, i] / Dai[a, i]
22 return tsnew
23
24
25 # Stanton eq (2)
26 def makeT2(x, ts, td):
27 if x == True:
28 tdnew = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
29 for a in range(Nelec, dim):
30 for b in range(Nelec, dim):
31 for i in range(0, Nelec):
32 for j in range(0, Nelec):
33 tdnew[a, b, i, j] += spinints[i, j, a, b]
34 for e in range(Nelec, dim):
35 tdnew[a, b, i, j] += td[a, e, i, j]

* Fae[b, e] - td[b, e, i, j] * Fae[a, e]
36 for m in range(0, Nelec):
37 tdnew[a, b, i, j] += (
38 -0.5 * td[a, e, i, j] *

ts[b, m] * Fme[m, e]
39 + 0.5 * td[b, e, i, j] *

ts[a, m] * Fme[m, e]
40 )
41 continue
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42 for m in range(0, Nelec):
43 tdnew[a, b, i, j] += -td[a, b, i, m]

* Fmi[m, j] + td[a, b, j, m] * Fmi[m, i]
44 for e in range(Nelec, dim):
45 tdnew[a, b, i, j] += (
46 -0.5 * td[a, b, i, m] *

ts[e, j] * Fme[m, e]
47 + 0.5 * td[a, b, j, m] *

ts[e, i] * Fme[m, e]
48 )
49 continue
50 for e in range(Nelec, dim):
51 tdnew[a, b, i, j] += (
52 ts[e, i] * spinints[a, b, e, j]

- ts[e, j] * spinints[a, b, e, i]
53 )
54 for f in range(Nelec, dim):
55 tdnew[a, b, i, j] += 0.5 *

tau(e, f, i, j) * Wabef[a, b, e, f]
56 continue
57 for m in range(0, Nelec):
58 tdnew[a, b, i, j] += (
59 -ts[a, m] * spinints[m, b, i, j]

+ ts[b, m] * spinints[m, a, i, j]
60 )
61 for e in range(Nelec, dim):
62 tdnew[a, b, i, j] += (
63 td[a, e, i, m] * Wmbej[m, b,

e, j]
64 - ts[e, i] * ts[a, m] *

spinints[m, b, e, j]
65 )
66 tdnew[a, b, i, j] += (
67 -td[a, e, j, m] * Wmbej[m,

b, e, i]
68 + ts[e, j] * ts[a, m] *

spinints[m, b, e, i]
69 )
70 tdnew[a, b, i, j] += (
71 -td[b, e, i, m] * Wmbej[m,

a, e, j]
72 + ts[e, i] * ts[b, m] *

spinints[m, a, e, j]
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73 )
74 tdnew[a, b, i, j] += (
75 td[b, e, j, m] * Wmbej[m, a,

e, i]
76 - ts[e, j] * ts[b, m] *

spinints[m, a, e, i]
77 )
78 continue
79 for n in range(0, Nelec):
80 tdnew[a, b, i, j] += 0.5 *

tau(a, b, m, n) * Wmnij[m, n, i, j]
81 continue
82 tdnew[a, b, i, j] = tdnew[a, b, i, j] /

Dabij[a, b, i, j]
83 return tdnew� �

แล้วกม็าถงึการเขยีนฟงักชั์นอันสดุท้ายซึง่กค็อืฟงักชั์นทีเ่ราจะใช้ในการคำนวณพลังงานของโมเลกลุด้วย
วธิ ี CCSD โดยการใช้ T1 กับ T2 Operators ทีเ่ราได้เขยีนฟงักชั์นคำนวณไว้แล้วตามด้านบน ซึง่เราจะอ้างองิ
ตามสมการคำนวณพลังงานใน Chapter ของหนังสอื Reviews in Computational Chemistry, Volume
1429 ซึง่เปน็สมการที่ (134) และ (173) ตามลำดับ ดังนี้

ECCSD − E0 =
∑
ia

fiat
a
i +

1

4

∑
ijab

⟨ij∥ab⟩tabij +
1

2

∑
ijab

⟨ij∥ab⟩tai tbj (4.8.14)

โดยสมการด้านบนนี้ ไมม่กีารรวม Contribution จาก Excitation Cluster Operators เทอมสงู ๆ เชน่ T3
หรอื T4 เพราะวา่ Operators เทอมสงู ๆ เหลา่น้ันไมส่ามารถนำมาใช้ในการสร้าง Contracted Term กับ
Hamiltonian ได้� �
1 def ccsdenergy():
2 """
3 Expression from Crawford, Schaefer (2000)
4 DOI: 10.1002/9780470125915.ch2
5 Equation (134) and (173)
6 Computes CCSD energy given T1 and T2
7 """
8 ECCSD = 0.0
9 for i in range(0, Nelec):

10 for a in range(Nelec, dim):
11 ECCSD += fs[i, a] * ts[a, i]
12 for j in range(0, Nelec):
13 for b in range(Nelec, dim):
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14 ECCSD += 0.25 * spinints[i, j, a, b] * td[a,
b, i, j] + 0.5 * spinints[i, j, a, b] * (

15 ts[a, i]
16 ) * (ts[b, j])
17 return ECCSD� �
ข้ันตอนสดุท้ายกค็อืการรันการคำนวณ CCSD โดยการเรยีกใช้ฟงักชั์นหลักด้านบน ดังนี้� �
1 # MAIN LOOP: CCSD iteration
2 ECCSD = 0
3 DECC = 1.0
4 while DECC > 0.000000001: # arbitrary convergence criteria
5 OLDCC = ECCSD
6 Fae, Fmi, Fme, Wmnij, Wabef, Wmbej = update_inter(True)
7 tsnew = makeT1(True, ts, td)
8 tdnew = makeT2(True, ts, td)
9 ts = tsnew

10 td = tdnew
11 ECCSD = ccsdenergy()
12 DECC = abs(ECCSD - OLDCC)� �
แล้วกท็ำการแสดงคา่พลังงาน Correlation กับพลังงานรวมของ CCSD ทีค่ำนวณได้� �
1 print("E(corr,CCSD) = ", ECCSD)
2 print("E(CCSD) = ", ECCSD + ENUC + EN)
3
4 # Output
5 # E(corr,CCSD) = -0.008225834879316319
6 # E(CCSD) = -2.862598245499316� �

ซึง่จะได้ผลการคำนวณประมาณ -0.0082 กับ -2.8626 Hartree ตามลำดับ

4.9 เขยีนโปรแกรม Kohn-Sham DFT (ภาษา Python)

4.9.1 มาทำความเข้าใจทฤษฎกัีนกอ่น

Concept ของการคำนวณ Kohn-Sham DFT กค็อืการกำหนดให้อเิลก็ตรอนในระบบน้ันไมม่ ีอันตร
กริยิาตอ่กัน ซึง่ผ ู้อา่นสามารถศกึษาทฤษฎแีบบละเอยีดได้ในหนังสอื “ปญัญาประดษิฐ์สำหรับเคมคีวอนตัม
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(Machine Learning for Quantum Chemistry)”1 สำหรับหัวข้อนี้ เพ ือ่ให้ผ ู้อา่นเหน็ภาพมากขึ้น ผมอยาก
ให้ผ ู้อา่นจะได้ศกึษาการเขยีนโปรแกรมสำหรับการคำนวณพลังงานของระบบหลายอเิลก็ตรอนโดยใช้ Kohn-
Sham DFT โดยเราจะสนใจกรณที ีเ่ปน็ 1 มติเิทา่น้ัน (อเิลก็ตรอนมกีารเคลือ่นทีต่ามแกน x เพยีงอยา่งเดยีว)
เพือ่ให้งา่ยตอ่การศกึษา

ในการเขยีนโค้ดของ Kohn-Sham (KS) DFT น้ันเราจะใช้ Hamiltonian ตามสมการดังตอ่ไปนี้

EKS[n] = Ekin,KS[n] + ECoul[n] + EExt[n] + EXC[n] + (Ekin[n]− Ekin,KS[n])︸ ︷︷ ︸
นำมารวมกันได้

(4.9.1)

= 2

Nel/2∑
i=1

∫
ψ∗
i (r)

(
−1

2
∇2

)
+ ECoul[n] + EExt[n] + E ′

XC[n] (4.9.2)

โดยเราสามารถเขยีนให้ส้ันและกระชับมากขึ้นได้ ดังนี้

Ĥ = −1

2

d2

dx2
+ vCoul(x) + vLDA(x) + vext (4.9.3)

โดยทางด้านขวาของสมการ (4.9.3) ประกอบไปด้วยเทอมดังตอ่ไปนี้

1. พลังงานจลน์ (Kinetic Energy)
2. พลังงานศักยค์ลูอมป ์ (Coulomb Energy) หรอืแรงผลักไฟฟา้สถติยร์ะหวา่งอเิลก็ตรอน
3. พลังงานแลกเปลีย่น (Exchange Energy) ซึง่เราจะใช้การประมาณคา่ความหนาแนน่แบบพื้นที่ (Lo-

cal Density Approximation)
4. พลังงานภายนอก (External Potential) ซึง่เราจะใช้ฟงักชั์น Harmonic Oscillator

หมายเหต:ุ เราจะไมพ่จิารณา Correlation Energy เนือ่งจากวา่มคีวามซับซ้อนมากเกนิ

โดยเราจะใช้ภาษา Python ในการเขยีน โดยสิง่ท ีเ่ราต้องทำหลัก ๆ มดัีงนี้

1. สร้าง Hamiltonian
2. คำนวณฟงักชั์นคลืน่ของ Kohn-Sham (KS Wavefunction)
3. คำนวณความหนาแนน่ (Density)
4. คำนวณพลังงานอเิลก็ทรอนกิส์ (Electronic Energy)

4.9.2 มาลงมอืเขยีนโค้ด DFT กันเลย

1. นำเข้าไลบรารีแ่ละสร้างฟงักชั์นทีจ่ำเปน็ต้องใช้
1ลงิกห์นังสอื: https://rangsimanketkaew.github.io/ml-qm-book

https://rangsimanketkaew.github.io/ml-qm-book
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ใช้ไลบราร ี่ NumPy สำหรับจัดการกับเมทรกิซแ์ละไลบราร ี่ Matplotlib กับ Seaborn สำหรับพลอต� �
1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3 import seaborn as sns� �

ทำการสร้างฟงักชั์นสำหรับการ Integrate ซึง่กค็อืการรวมกันนัน่เอง โดยเราจะนำฟงักชั์นนี้ไปใช้งานตอ่
ในโค้ดด้านลา่ง� �
1 def integral(x, y, axis=0):
2 dx = x[1]-x[0]
3 return np.sum(y*dx, axis=axis)� �

2. กำหนดโอเปอเรเตอรเ์ชงิอนพัุนธส์ำหรับการสร้าง Hamiltonian ของพลังงานจลน์� �
1 # Define a real-space grid
2 n_grid = 200
3 x = np.linspace(-5, 5, n_grid)
4 y = np.sin(x)
5
6 # First derivative
7 h = x[1]-x[0]
8 D = -np.eye(n_grid) + np.diagflat(np.ones(n_grid-1),1)
9 D = D / h

10
11 # Second derivative
12 D2 = D.dot(-D.T)
13 D2[-1,-1] = D2[0,0]� �
3. คำนวณพลังงานจลน์

แก้สมการ Kohn-Sham เฉพาะของพลังงานจลน์โดยการทำ Diagonalization (เปน็ข้ันตอนทีก่ำหนด
Computational Complexity ของ DFT นัน่คอื O(n3)� �
1 # Solve Kohn-Sham equation
2 eig_non, psi_non = np.linalg.eigh(-D2/2)� �

4. คำนวณพลังงานศักยภ์ายนอก

ลำดับตอ่ไปคอืการพจิารณาศักย์ภายนอก (External Potential) ซึง่เราสามารถใช้ฟงักชั์น Harmonic
Oscillator งา่ย ๆ ได้ ในตัวอยา่งนี้ผ ู้เขยีนเลอืกใช้ External Potential เปน็ฟงักชั์นพหนุาม คอื vext = x2:� �
1 # Define external potential with a matrix
2 X = np.diagflat(x*x)
3
4 # Solve Kohn-Sham equation
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5 eig_harm, psi_harm = np.linalg.eigh(-D2/2+X)� �
5. คำนวณพลังงานแลกเปลีย่น

ลำดับตอ่ไปคอืการคำนวณพลังงานแลกเปลีย่น (Exchange Energy) โดยเราจะพจิารณาฟงักชั์นนอล
แลกเปลีย่น (Exchange Functional) โดยใช้ Local Density Approximation (LDA) ซึง่มสีมการดังตอ่ไปนี้
(จรงิ ๆ แล้ว LDA มี Correlation Functional ด้วยแตว่า่เราจะไมส่นใจ)

ELDA
X [n] = −3

4

(
3

π

)1/3 ∫
n4/3dx (4.9.4)

โดยที่ Potential น้ันสามารถคำนวณได้จากอนพัุนธข์อง Exchange Energy เทยีบกับความหนาแนน่

vLDAX [n] =
∂ELDA

X

∂n

= −
(
3

π

)1/3

n1/3 (4.9.5)

� �
1 def get_exchange(nx, x):
2 energy = -3./4.*(3./np.pi)**(1./3.)*integral(x, nx**(4./3.))
3 potential = -(3./np.pi)**(1./3.)*nx**(1./3.)
4 return energy, potential� �

6. คำนวณพลังงานคลูอมป ์

ลำดับตอ่ไปคอืพลังงานคลูอมปซ์ึง่เปน็พลังงานทางไฟฟา้สถติย์ (Electrostatic Energy) หรอือาจจะ
เรยีกเรยีกวา่พลังงานฮารท์ร ี Hartree Energy กไ็ด้ อยา่งไรกต็าม ตามทฤษฎน้ัีนพลังงานคลูอมปส์ำหรับน้ันล ู่
เข้า (Converged) เฉพาะกรณี 3 มติเิทา่น้ันซึง่มสีมการดังตอ่ไปนี้

E3D
Coul =

1

2

∫∫
n(r)n(r′)√
(r − r′)2

drdr′ (4.9.6)

ดังน้ันในกรณี 1 มติเิราจะต้องทำการโกงนดิหนอ่ยเพือ่ทำให้พลังงานน้ันล ูเ่ข้าโดยการปรับสมการ ดังนี้

E1D
Coul =

1

2

∫∫
n(x)n(x′)√
(x− x′)2 + ε

dxdx′ (4.9.7)

โดยที่ ε คอืคงทีท่ ีเ่ปน็บวกทีม่คีา่น้อย ๆ ซึง่ทำให้ฟงักชั์นนี้ล ูเ่ข้าได้งา่ยขึ้น
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ดังน้ันพลังงานศักยจ์งึมสีมการดังตอ่ไปนี้ :

vCoul =

∫
n(x′)√

(x− x′)2 + ε
dx′ (4.9.8)

� �
1 def get_coulomb(nx, x, eps=1e-1):
2 h = x[1]-x[0]
3 energy = np.sum(nx[None,:]*nx[:,None]*h**2 /

np.sqrt((x[None,:]-x[:,None])**2 + eps)/2)
4 potential =

np.sum(nx[None,:]*h/np.sqrt((x[None,:]-x[:,None])**2+eps),
axis=-1)

5 return energy, potential� �
7. คำนวณความหนาแนน่

เน ือ่งจากวา่เราจะต้องทำการรวม Coulomb Energy และ LDA Exchange โดยทีท้ั่งค ูน้ั่นเปน็ฟงักชั์น
นอลของความหนาแนน่ ดังน้ันเราจงึจำเปน็ต้องคำนวณความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอน (Electron Density)
โดยเรามเีง ือ่นไขของการทำ Normalization ดังนี้

∫
|ψ|2dx = 1 (4.9.9)

ซึง่เราสามารถเขยีนความหนาแนน่ให้อย ูใ่นรปูของผลรวมเชงิเส้นของออรบ์ทัิลยกกำลังสองได้ ดังนี้

n(x) =
∑
n

fn|ψ(x)|2 (4.9.10)

โดยที่fn คอื Occupation Number (จำนวนอเิลก็ตรอนในออรบ์ทัิลที่n) ซึง่แตล่ะ State น้ันจะมอีเิลก็ตรอน
ทีม่สีปนิขึ้นและสปนิลง โดยใน DFT น้ันเราคำนวณสถานะพื้นของระบบ

กำหนดจำนวนอเิลก็ตรอน เชน่ 17 ตัว� �
1 num_electron = 17� �

ทำการคำนวณความหนาแนน่� �
1 def get_nx(num_electron, psi, x):
2 # Normalization
3 I = integral(x, psi**2, axis=0)
4 normed_psi = psi/np.sqrt(I)[None, :]
5
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6 # Occupation Number
7 fn=[2 for _ in range(num_electron//2)]
8 if num_electron % 2:
9 fn.append(1)

10
11 # Density
12 res = np.zeros_like(normed_psi[:,0])
13 for ne, psi in zip(fn, normed_psi.T):
14 res += ne*(psi**2)
15
16 return res� �
8. คำนวณพลังงานอเิลก็ทรอนกิสข์องระบบ

เม ือ่เราเตรยีมองคป์ระกอบทกุอยา่งพร้อมแล้ว ข้ันตอนตอ่ไปนี้สำคัญมากเพราะวา่เปน็ข้ันตอนสดุท้ายที่
เราจะนำฟงักชั์นท้ังหมดทีเ่ราได้เขยีนไว้มาแก้สมการ Kohn-Sham (KS) โดยการวนซ้ำเทยีบกับตัวเอง (Self-
Consistency) มข้ัีนตอนดังนี้

1. เร ิม่ต้นด้วยการกำหนดเมทรกิซ์ความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอน (Initialize) ซึง่เราสามารถใช้คา่คงที่
อะไรกไ็ด้ (เพ ือ่ให้งา่ยตอ่การคำนวณ)

2. คำนวณพลังงานศักยแ์ลกเปลีย่น (Exchange) และศักยค์ลูอมป ์ (Coulomb Potential)
3. คำนวณ Hamiltonian
4. แก้สมการ KS เพือ่คำนวณหา Wavefunctions และ Eigenvalues (พลังงาน)
5. ตรวจสอบการล ูเ่ข้า ถ้าไมล่ ูเ่ข้า ให้อัพเดทความหนาแนน่และกลับไปทีข้ั่นตอนที่ 2

กอ่นอืน่ให้สร้างฟงักชั์นสำหรับแสดงผลการคำนวณพลังงานในระหวา่งการวนซ้ำ (Iteration)� �
1 def print_log(i, log):
2 print(f"step: {i:<5} energy: {log['energy'][-1]:<10.4f}

energy_diff: {log['energy_diff'][-1]:.10f}")� �
กำหนดพารามเิตอร์ เพ ิม่ เตมิ เชน่ จำนวนรอบสงูสดุในการวนซ้ำและคา่ Cutoff ของความแตกตา่ง

ระหวา่งพลังงานจากรอบที่ n และรอบที่ n+ 1� �
1 max_iter = 1000
2 energy_tolerance = 1e-5
3 # A dictionary to save energies
4 log = {"energy":[float("inf")], "energy_diff":[float("inf")]}� �

กำหนดคา่ความหนาแนน่เร ิม่ต้นซึง่จะถกูมานำใช้เปน็คา่เร ิม่ต้นในการประมาณคา่หาความหนาแนน่
โดยการทำปรับคา่เทยีบคา่ความหนาแนน่ทีไ่ด้จากลปูในรอบกอ่นหน้า โดยคา่ความหนาแนน่เร ิม่ต้นน้ันเรา
จะกำหนดโดยใช้คา่คงทีอ่ะไรกไ็ด้ ในตัวอยา่งนี้ ผ ู้ เขยีนใช้ความหนาแนน่เทา่กับ 0 และสิง่ท ีเ่กดิขึ้นภายในล ู
ปน้ันเราจะทำการคำนวณพลังงาน Exchange และพลังงาน Coulomb กอ่นแล้วกส็ร้าง Hamiltonian ขึ้นมา
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แล้วกท็ำการ Diagonalize Hamiltonian เพือ่ให้ได้ Eigenvalue ออกมาซึง่นัน่กค็อืพลังงานของเรานัน่เอน
หลังจากน้ันเราจะทำการเกบ็คา่พลังงานทีไ่ด้แล้วกต็รวจสอบวา่สว่นตา่งของพลังงานทีไ่ด้จากการวนลปูรอบ
ปจัจบัุนที่ n กับรอบที่ n− 1 น้ันตำ่กวา่คา่ Cutoff แล้วหรอืยัง ถ้าหากวา่ยังกใ็ห้ทำการอัพเดทคา่ความหนา
แนน่แล้วทำการคำนวณพลังงานอกีรอบ� �
1 # Initialize density
2 nx = np.zeros(n_grid)
3
4 for i in range(max_iter):
5 ex_energy, ex_potential = get_exchange(nx, x)
6 ha_energy, ha_potential = get_coulomb(nx, x)
7
8 # Hamiltonian
9 H = -D2/2 + np.diagflat(ex_potential + ha_potential + x*x)

10
11 energy, psi = np.linalg.eigh(H)
12
13 # Collect energy and eenrgy difference
14 log["energy"].append(energy[0])
15 energy_diff = energy[0] - log["energy"][-2]
16 log["energy_diff"].append(energy_diff)
17 print_log(i, log)
18
19 # Check if the calculation is converged
20 if abs(energy_diff) < energy_tolerance:
21 print("Converged! :)")
22 break
23
24 # Update the density
25 nx = get_nx(num_electron, psi, x)
26 else:
27 print("Not Converged :(")� �
เม ือ่ทำการรันโค้ดด้านบนแล้วจะได้เอาตพ์ตุดังตอ่ไปนี้� �
1 step: 0 energy: 0.7069 energy_diff: -inf
2 step: 1 energy: 16.3625 energy_diff: 15.6555321919
3 step: 2 energy: 13.8021 energy_diff: -2.5603559494
4 step: 3 energy: 15.3002 energy_diff: 1.4980525863
5 step: 4 energy: 14.4119 energy_diff: -0.8882287680
6 step: 5 energy: 14.9470 energy_diff: 0.5350438262
7 step: 6 energy: 14.6242 energy_diff: -0.3228271880
8 step: 7 energy: 14.8201 energy_diff: 0.1959328656
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9 step: 8 energy: 14.7011 energy_diff: -0.1190355457
10 step: 9 energy: 14.7735 energy_diff: 0.0724651058
11 step: 10 energy: 14.7294 energy_diff: -0.0441312736
12 step: 11 energy: 14.7563 energy_diff: 0.0268946713
13 step: 12 energy: 14.7399 energy_diff: -0.0163922405
14 step: 13 energy: 14.7499 energy_diff: 0.0099933983
15 step: 14 energy: 14.7438 energy_diff: -0.0060926001
16 step: 15 energy: 14.7475 energy_diff: 0.0037147279
17 step: 16 energy: 14.7452 energy_diff: -0.0022649307
18 step: 17 energy: 14.7466 energy_diff: 0.0013810031
19 step: 18 energy: 14.7458 energy_diff: -0.0008420446
20 step: 19 energy: 14.7463 energy_diff: 0.0005134280
21 step: 20 energy: 14.7460 energy_diff: -0.0003130574
22 step: 21 energy: 14.7462 energy_diff: 0.0001908842
23 step: 22 energy: 14.7461 energy_diff: -0.0001163900
24 step: 23 energy: 14.7461 energy_diff: 0.0000709679
25 step: 24 energy: 14.7461 energy_diff: -0.0000432721
26 step: 25 energy: 14.7461 energy_diff: 0.0000263849
27 step: 26 energy: 14.7461 energy_diff: -0.0000160880
28 step: 27 energy: 14.7461 energy_diff: 0.0000098095
29 Converged! :)� �

เม ือ่ทำการแก้หาคา่พลังงานไปท้ังหมด 27 รอบจะพบวา่พลังงานน้ันล ู่เข้า โดยคา่พลังงานสดุท้ายที่
ได้คอื 14.7461 และมีคา่ความแตกตา่งระหวา่งพลังงานของรอบที่ 26 กับพลังงานของรอบที่ 27 เทา่กับ
0.0000098095 ซึง่น้อยกวา่ Cutoff ทีก่ำหนดไว้คอื 0.00001

นอกจากนี้ เราสามารถพลอต Wavefunction ซึง่เปน็ฟงักชั์นของ Real-space Grid และระบพุลังงาน
ได้ด้วย ดังนี้

� �
1 for i in range(5):
2 plt.plot(x, psi[:,i], label=f"{energy[i]:.4f}")
3 plt.legend(loc=1)� �
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ภาพ 4.2 Wavefunction และพลังงานทีไ่ด้จากการคำนวณ Kohn-Sham DFT สำหรับกรณี 1 มติ ิ

ผ ู้อา่นทีต้่องการศกึษาโค้ดฉบับสมบรูณ์สามารถดไูด้ท ีไ่ฟล์ 6_1D_DFT.ipynb ใน Code Reposi-
tory ของหนังสอื “ปญัญาประดษิฐส์ำหรับเคมคีวอนตัม (Machine Learning for Quantum Chemistry)”
ที่ https://github.com/rangsimanketkaew/ml-qm-book-code

4.10 เขยีนโปรแกรมคำนวณ Molecular Quantum Integrals

ในเคมคีวอนตัมน้ันเราจะต้องปวดหัวว ุน่วายกับการคำนวณอนิทกิรัล (Integrals) ท ีถ่อืวา่เปน็หนามยอก
อกของนักเคมเีชงิฟสิกิส์สายทฤษฎมีาอยา่งยาวนาน นัน่กค็อื Molecular Integrals ทีใ่ช้ Gaussian Basis
Functions ซึง่ Integrals เทอมทีส่ำคัญ ๆ น้ันกม็ด้ีวยกันดังนี้

1. Overlap Integrals
2. Kinetic Energy Integrals
3. Nuclear Attraction Integrals
4. Two-Electron Repulsion Integrals

โดยในหัวข้อนี้ผ ู้อา่นจะได้เรยีนร ู้ท้ังทฤษฎ,ี อัลกอรทิมึ และการเขยีนโปรแกรมเพือ่คำนวณเทอม Molec-
ular Integrals ท้ัง 4 เทอม

https://github.com/rangsimanketkaew/ml-qm-book-code
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4.10.1 ความรู้ทางคณติศาสตรท์ ีต้่องใช้

เร ิม่ต้นผมอยากจะให้ผ ู้อา่นได้ทำความเข้าใจคณติศาสตร์ท ีค่วรจะต้องทราบกอ่นทีจ่ะไปทำความเข้าใจ
รายละเอยีดของ Integrals โดยผมขอเร ิม่ด้วย Gaussian Function แบบสามมติ ิ ดังน ี้

Gijk(r, α,A) = xiAy
j
Az

k
Aexp(−αr2A) (4.10.1)

ซึง่เปน็ฟงักชั์นทีข่ึ้นกับพารามเิตอร์ดังตอ่ไปนี้ : Orbital Exponent α, Electronic Coordinates r, Origin
A, และ

rA = r−A (4.10.2)

แล้วก ็ i, j, k คอืเลขควอนตัมเชงิมมุ (Angular Quantum Numbers) เชน่ i = 0 คอื s-type, i = 1 คอื
p-type

เนือ่งจากวา่ Cartesian Gaussians เปน็ฟงักชั์นทีข่ึ้นกับทศิทาง , x, y, z ดังน้ันจงึสามารถแยกฟงักชั์น
ออกจากกันได้ ดังนี้

Gijk(r, α,A) = Gi(x, α,Ax)Gj(y, α,Ay)Gk(z, α,Az) (4.10.3)

โดยทีฟ่งักชั์น Gaussian แบบหนึง่มติน้ัินมสีมการคอื

Gi(x, α,Ax) = (x− Ax)
iexp(−α(x− Ax)

2) (4.10.4)

คราวนี้ เรามาด ู Overlap Integral ของฟงักชั์น Gaussian แบบหนึง่มติ ิ จำนวน 2 ฟงักชั์นกันครับ นัน่
คอื a and b ดังน ี้

Sab =

∫
Gi(x, α,Ax)Gj(x, β,Bx)dx (4.10.5)

=

∫
KABx

i
Ax

j
Bexp(−px2P )dx (4.10.6)

โดยทีเ่ราสามารถใช้คณุสมบัตกิารคณูของฟงักชั์น Gaussian ได้ ดังนี้

KAB = exp(−qQ2
x) (4.10.7)
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ซึง่ q และ Q น้ันมนียิามดังนี้

Qx = Ax − Bx q =
αβ

α + β
(4.10.8)

p = α + β Px =
1

p
(αAx + βBx) (4.10.9)

ถ้าหากวา่เราใช้ฟงักชั์น Hermite Gaussians เราจะสามารถเขยีน Sab ได้ใหมดั่งนี้

Sab =

∫ i+j∑
t=0

Eij
t Λtdx (4.10.10)

=

i+j∑
t=0

Eij
t

∫
Λtdx (4.10.11)

=

i+j∑
t=0

Eij
t δt0

√
π

p
(4.10.12)

= Eij
0

√
π

p
(4.10.13)

จะเหน็วา่เราสามารถลดรปูของ Overlap Matrix Sab ให้งา่ยขึ้นได้โดยการใช้คณุสมบัตขิอง Summation

และ Integral แล้วเรากยั็งสามารถทำให้ Summation หายไปได้โดยการยบุรวม
i+j∑
t=0

Eij
t δt0 เข้าด้วยกัน แล้ว

เรากม็ ี Eij
t ซึง่กค็อืสัมประสทิธ ิ์การกระจาย (Expansion Coefficients) ซึง่เราสามารถคำนวณได้โดยใช้วธิ ี

การวนซ้ำ และ Λt คอืฟงั Hermite Gaussian Overlap ระหวา่งฟงักชั์น Gaussians a กับ b สำหรับการ
คำนวณหา Eij

t เราสามารถใช้สมการตอ่ไปนี้

Eij
t =

1

2p
Ei,j−1
t−1 +

qQx

β
Ei,j−1
t + (t+ 1)Ei,j−1

t+1 (4.10.14a)

Eij
t =

1

2p
Ei−1,j
t−1 − qQx

α
Ei−1,j
t + (t+ 1)Ei−1,j

t+1 (4.10.14b)

โดยสมการที่ (4.10.14a) น้ันชว่ยให้เราสามารถลดคา่ Index j และสมการที่ (4.10.14b) น้ันชว่ยให้เราลดคา่
ของ Index i ซึง่ทำให้เราได้สมการทีส้ั่นมากขึ้นนัน่คอืสมการที่ (4.10.15a)
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E00
0 = KAB (4.10.15a)

Eij
t = 0 ถ้า t < 0, หรอื t > i+ j (4.10.15b)

สรปุกค็อืคา่ของ Eij
t น้ันจะขึ้นอย ูกั่บคา่ของดัชนี i, j, และ t เชน่ ถ้าหากวา่ i = j = t = 0 เราก ็

จะได้ Expansion Coefficient ตามสมการที่ (4.10.15b) นัน่เอง

4.10.2 อนิทกิรัลซ้อนทับ (Overlap Integrals)

อนิทรกิรัลอันแรกทีผ่ ู้อา่นจะได้ศกึษากค็อื Overlap Integrals ซึง่เราเพิง่ดรูายละเอยีดการคำนวณหา
อนิทกิรัลกันไปในหัวข้อทีแ่ล้วโดยการใช้ Expansion Coefficient Eij

t โดยในหัวข้อนี้เราจะเร ิม่ด้วยการเขยีน
ฟงักชั์น E สำหรับคำนวณ Eij

t ซึง่นอกจากทีเ่ราจะต้องร ู้คา่ของ Angular Momentum i และ j จาก
ฟงักชั์น Gaussian แล้ว เรายังจะต้องร ู้คา่ของระยะหา่งระหวา่ง Gaussian Function Qx ด้วย รวมถงึคา่ของ
Orbital Exponent Coefficients α กับ β� �
1 def E(i, j, t, Qx, a, b):
2 """
3 Recursive definition of Hermite Gaussian coefficients.
4
5 Returns a float.
6 a: orbital exponent on Gaussian 'a' (e.g. alpha in the text)
7 b: orbital exponent on Gaussian 'b' (e.g. beta in the text)
8 i,j: orbital angular momentum number on Gaussian 'a' and 'b'
9 t: number nodes in Hermite (depends on type of integral,

10 e.g. always zero for overlap integrals)
11 Qx: distance between origins of Gaussian 'a' and 'b'
12 """
13 p = a + b
14 q = a * b / p
15 if (t < 0) or (t > (i + j)):
16 # out of bounds for t
17 return 0.0
18 elif i == j == t == 0:
19 # base case
20 return np.exp(-q * Qx * Qx) # K_AB
21 elif j == 0:
22 # decrement index i
23 return (
24 (1 / (2 * p)) * E(i - 1, j, t - 1, Qx, a, b)
25 - (q * Qx / a) * E(i - 1, j, t, Qx, a, b)
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26 + (t + 1) * E(i - 1, j, t + 1, Qx, a, b)
27 )
28 else:
29 # decrement index j
30 return (
31 (1 / (2 * p)) * E(i, j - 1, t - 1, Qx, a, b)
32 + (q * Qx / b) * E(i, j - 1, t, Qx, a, b)
33 + (t + 1) * E(i, j - 1, t + 1, Qx, a, b)
34 )� �

จะเหน็วา่สำหรับ Overlap แบบหนึง่มติ ิ (1D) ระหวา่ง Gaussian Function 2 อันน้ัน เรากแ็คท่ำการ
คำนวณ Eij

0 แล้วกค็ณูด้วย
√

π
p

แล้วกถ้็าเปน็แบบสามมติ ิ (3D) เรากแ็คน่ำ Overlap แบบ 1D สำหรับ
x, y, z มาคณูเข้าด้วยกัน ดังน้ัน เราสามารถเขยีนโค้ดสำหรับการคำนวณ 3D Overlap ได้ดังนี้� �
1 import numpy as np
2
3
4 def overlap(a, lmn1, A, b, lmn2, B):
5 """
6 Evaluates overlap integral between two Gaussians
7
8 Returns a float.
9 a: orbital exponent on Gaussian 'a' (e.g. alpha in the text)

10 b: orbital exponent on Gaussian 'b' (e.g. beta in the text)
11 lmn1: int tuple containing orbital angular momentum (e.g.

(1,0,0))
12 for Gaussian 'a'
13 lmn2: int tuple containing orbital angular momentum for

Gaussian 'b'
14 A: list containing origin of Gaussian 'a', e.g. [1.0, 2.0,

0.0]
15 B: list containing origin of Gaussian 'b'
16 """
17 l1, m1, n1 = lmn1 # shell angular momentum on Gaussian 'a'
18 l2, m2, n2 = lmn2 # shell angular momentum on Gaussian 'b'
19 S1 = E(l1, l2, 0, A[0] - B[0], a, b) # X
20 S2 = E(m1, m2, 0, A[1] - B[1], a, b) # Y
21 S3 = E(n1, n2, 0, A[2] - B[2], a, b) # Z
22
23 return S1 * S2 * S3 * np.power(np.pi / (a + b), 1.5)� �

เราใช้ไลบราร ี่ NumPy เพือ่ท ีว่า่เราสามารถใช้คา่คงทีข่อง π และเลขกกำลังแบบเศษสว่น (3/2) ได้
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นัน่เอง แล้วกก็ารเขยีนฟงักชั์นด้านบน overlap และ E ท้ังสองอันน้ันกเ็พยีงพอแล้วตอ่การคำนวณหา
Overlap Integrals ระหวา่ง Gaussian Function แบบทีเ่ปน็ Primitive แตป่ระเดน็กค็อืวา่ Basis Func-
tions สว่นใหญใ่นการคำนวณทางควอนตัมน้ันเปน็แบบ Contracted Basis Functions นัน่กค็อืเปน็ Basis
Function ทีเ่กดิจากการรวมเอา Gaussian Primitive Function หลาย ๆ อันมารวมกัน ซึง่จรงิ ๆ ถ้าหากวา่
เราจะต้องหา Overlap Integrals ระหวา่ง Contracted Gaussian Function น้ันกท็ำได้ไมย่าก โดยสามารถ
ดไูด้ในฟงักชั์น S(a,b) ดังน ี้� �
1 def S(a, b):
2 """
3 Evaluates overlap between two contracted Gaussians
4
5 Returns float.
6 Arguments:
7 a: contracted Gaussian 'a', BasisFunction object
8 b: contracted Gaussian 'b', BasisFunction object
9 """

10 s = 0.0
11 for ia, ca in enumerate(a.coefs):
12 for ib, cb in enumerate(b.coefs):
13 s += (
14 a.norm[ia]
15 * b.norm[ib]
16 * ca
17 * cb
18 * overlap(a.exps[ia], a.shell, a.origin,

b.exps[ib], b.shell, b.origin)
19 )
20
21 return s� �

เม ือ่เราได้ฟงักชั์น S(a,b) แล้ว สิง่ท ีเ่ราจะทำตอ่ไปกค็อืเราจะมาลองทดสอบคำนวณคา่ของ S กัน
ครับ โดยเราจะลองคำนวณหา S ของ Basis Function 2 อันทีเ่หมอืนกัน ซึง่คำตอบทีเ่ราจะต้องได้ออกมา
น้ันแนน่อนวา่จะต้องเทา่กับ 1 เพราะวา่ฟงักชั์นทีเ่หมอืนกันกจ็ะ Overlap กันได้พอดี โดยเราจะต้องมาเขยีน
โค้ดสำหรับสร้าง Basis Function กันกอ่น โดยเราจะใช้ class สำหรับ BasisFunction แล้วเราก ็
จะใช้ class ดังกลา่วในการสร้าง Object ทีจ่ะมข้ีอมลูของ Basis Function เปน็จำนวนหลาย ๆ อัน โดย
โค้ดทีเ่ราจะเขยีนน้ันจะอ้างองิตามสมการตอ่ไปนี้1

เร ิม่ด้วย Self-Overlap Integral คอื

1ดรูายละเอยีดการพสิจูนไ์ด้ท ี่ Fundamentals of Molecular Integrals Evaluation โดย Justin T. Fermann และ Edward
F. Valeev30
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∫
ϕ∗(r)ϕ(r)dr =

N2π3/2(2l − 1)! ! (2m− 1)! ! (2n− 1)! !

2l+m+n

n∑
i,j

aiaj

(αi + αj)
l+m+n+3/2

(4.10.16)

เน ือ่งจากวา่ l+m+n = L (โมเมนตัมเชงิมมุของแตล่ะช้ัน (Shell)) เราจะสามารถปรับสมการเพือ่คำนวณ
หา Normalization Factor N ได้ดังนี้

∫
ϕ∗ϕ =

N2π3/2(2l − 1)! ! (2m− 1)! ! (2n− 1)! !

2L

n∑
i,j

aiaj

(αi + αj)
L+3/2

(4.10.17)

= 1 (4.10.18)

N =

[
π3/2(2l − 1)! ! (2m− 1)! ! (2n− 1)! !

2L

n∑
i,j

aiaj

(αi + αj)
L+3/2

]−1/2

(4.10.19)

แล้วเรากจ็ะสามารถเขยีนโค้ดเพือ่ Implement สมการที่ ได้ดังน ี้� �
1 from scipy.special import factorial2 as fact2
2
3
4 class BasisFunction(object):
5 """
6 A class that contains all our basis function data
7
8 Attributes:
9 origin: array/list containing the coordinates of the

Gaussian origin
10 shell: tuple of angular momentum
11 exps: list of primitive Gaussian exponents
12 coefs: list of primitive Gaussian coefficients
13 norm: list of normalization factors for Gaussian primitives
14 """
15
16 def __init__(self, origin=[0.0, 0.0, 0.0], shell=(0, 0, 0),

exps=[], coefs=[]):
17 self.origin = np.asarray(origin)
18 self.shell = shell
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19 self.exps = exps
20 self.coefs = coefs
21 self.norm = None
22 self.normalize()
23
24 def normalize(self):
25 """
26 Routine to normalize the basis functions,
27 in case they do not integrate to unity.
28 """
29 l, m, n = self.shell
30 L = l + m + n
31 # self.norm is a list of length equal to number

primitives
32 # normalize primitives first (PGBFs)
33 self.norm = np.sqrt(
34 np.power(2, 2 * (l + m + n) + 1.5)
35 * np.power(self.exps, l + m + n + 1.5)
36 / fact2(2 * l - 1)
37 / fact2(2 * m - 1)
38 / fact2(2 * n - 1)
39 / np.power(np.pi, 1.5)
40 )
41
42 # now normalize the contracted basis functions (CGBFs)
43 # Eq. 1.44 of Valeev integral whitepaper
44 prefactor = (
45 np.power(np.pi, 1.5)
46 * fact2(2 * l - 1)
47 * fact2(2 * m - 1)
48 * fact2(2 * n - 1)
49 / np.power(2.0, L)
50 )
51
52 N = 0.0
53 num_exps = len(self.exps)
54 for ia in range(num_exps):
55 for ib in range(num_exps):
56 N += (
57 self.norm[ia]
58 * self.norm[ib]
59 * self.coefs[ia]
60 * self.coefs[ib]
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61 / np.power(self.exps[ia] + self.exps[ib], L
+ 1.5)

62 )
63
64 N *= prefactor
65 N = np.power(N, -0.5)
66 for ia in range(num_exps):
67 self.coefs[ia] *= N� �

ถ้าหากวา่เรามี Basis Function STO-3G ของออรบ์ทัิล 1s ของไฮโดรเจนทีม่จีดุกำเนดิอย ูท่ ี่(1.0, 2.0, 3.0)
เราจะสามารถสร้าง Basis Function ได้ดังนี้

� �
1 myOrigin = [1.0, 2.0, 3.0]
2 myShell = (0, 0, 0) # p-orbitals would be (1,0,0) or (0,1,0) or

(0,0,1), etc.
3 myExps = [3.42525091, 0.62391373, 0.16885540]
4 myCoefs = [0.15432897, 0.53532814, 0.44463454]
5 a = BasisFunction(origin=myOrigin, shell=myShell, exps=myExps,

coefs=myCoefs)� �
โดยข้อมลูของ Basis Function ด้านบนน้ันสามารถดไูด้จาก STO-3G ของ EMSL Basis Set Exchange
Library ดังนี้

� �
1 ! STO-3G EMSL Basis Set Exchange Library
2 ! Elements References
3 ! -------- ----------
4 ! H - Ne: W.J. Hehre, R.F. Stewart and J.A. Pople, J. Chem.

Phys. 2657 (1969).
5
6 ****
7 H 0
8 S 3 1.00
9 3.42525091 0.15432897

10 0.62391373 0.53532814
11 0.16885540 0.44463454
12 ****� �

ดังน้ัน S(a, a) = 1.0 เน ือ่งจากวา่การ Overlap ของ Basis Function กับตัวมันเองน้ันมคีา่เทา่กับ
1 เพราะวา่เราได้มกีารใช้ Normalized Factor N ด้วยนัน่เอง
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4.10.3 อนิทกิรัลพลังงานจลน์ (Kinetic Energy Integrals)

เรามาตอ่กันทีอ่นิทกิรัลอันทีส่องนัน่กค็อื อนิทกิรัลพลังงานจลน์ (Kinetic Energy Integrals) ซึง่สามารถ
เขยีนได้ในรปูของอนิทกิรัลซ้อนทับ (Overlap Integral) ดังนี้1

Tab = −1

2

[
P 2
ijSklSmn + SijP

2
klSmn + SijSklP

2
mn

]
(4.10.20)

where

D2
ij = j(j − 1)Si,j−2 − 2β(2j + 1)Sij + 4β2Si,j+2 (4.10.21)

สำหรับ Primitive Function แบบ 3D เราสามารถสร้างฟงักชั์นสำหรับคำนวณ Kinetic Integral ได้
คล้าย ๆ กันกับฟงักชั์นของ Overlap Integral ดังนี้� �
1 def kinetic(a, lmn1, A, b, lmn2, B):
2 """
3 Evaluates kinetic energy integral between two Gaussians
4
5 Returns a float.
6 a: orbital exponent on Gaussian 'a' (e.g. alpha in the text)
7 b: orbital exponent on Gaussian 'b' (e.g. beta in the text)
8 lmn1: int tuple containing orbital angular momentum (e.g.

(1,0,0))
9 for Gaussian 'a'

10 lmn2: int tuple containing orbital angular momentum for
Gaussian 'b'

11 A: list containing origin of Gaussian 'a', e.g. [1.0, 2.0,
0.0]

12 B: list containing origin of Gaussian 'b'
13 """
14 l1, m1, n1 = lmn1
15 l2, m2, n2 = lmn2
16 term0 = (
17 b * (2 * (l2 + m2 + n2) + 3) * overlap(a, (l1, m1, n1),

A, b, (l2, m2, n2), B)
18 )
19 term1 = (

1นัน่จงึเปน็เหตผุลทีว่า่ทำไมเราถงึต้องดรูายละเอยีดของ Overlap Integral เปน็อันดับแรก เพราะวา่เปน็อนิทกิรัลสำคัญทีเ่รา
นำไปใช้ในการคำนวณอนิทกิรัลหรอืเทอมอืน่ ๆ ในวชิาโครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิส์
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20 -2
21 * np.power(b, 2)
22 * (
23 overlap(a, (l1, m1, n1), A, b, (l2 + 2, m2, n2), B)
24 + overlap(a, (l1, m1, n1), A, b, (l2, m2 + 2, n2), B)
25 + overlap(a, (l1, m1, n1), A, b, (l2, m2, n2 + 2), B)
26 )
27 )
28 term2 = -0.5 * (
29 l2 * (l2 - 1) * overlap(a, (l1, m1, n1), A, b, (l2 - 2,

m2, n2), B)
30 + m2 * (m2 - 1) * overlap(a, (l1, m1, n1), A, b, (l2, m2

- 2, n2), B)
31 + n2 * (n2 - 1) * overlap(a, (l1, m1, n1), A, b, (l2,

m2, n2 - 2), B)
32 )
33 return term0 + term1 + term2� �
และสำหรับ Contracted Gaussian Functions เราสามารถเขยีนฟงักชั์น T(a,b) ได้ดังนี้� �
1 def T(a, b):
2 """
3 Evaluates kinetic energy between two contracted Gaussians
4
5 Returns float.
6 Arguments:
7 a: contracted Gaussian 'a', BasisFunction object
8 b: contracted Gaussian 'b', BasisFunction object
9 """

10 t = 0.0
11 for ia, ca in enumerate(a.coefs):
12 for ib, cb in enumerate(b.coefs):
13 t += (
14 a.norm[ia]
15 * b.norm[ib]
16 * ca
17 * cb
18 * kinetic(a.exps[ia], a.shell, a.origin,

b.exps[ib], b.shell, b.origin)
19 )
20 return t� �
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4.10.4 อนิทกิรัลแรงดงึดดูเชงินวิเคลยีร์ (Nuclear Attraction Integrals)

ในหัวข้อนี้ เราจะมาด ูรายละเอยีดของอินทิกรัลอกีอันหนึง่ซึง่ เปน็ One-Body Integral นัน่คอือนิทิ
กรัลแรงดงึดดูเชงินวิเคลยีร์ (Nuclear Attraction Integrals) โดยอนิทกิรัลอันนี้ จะแตกตา่งจาก Overlap
Integral และ Kinetic Integral ตรงทีเ่ราม ีการใช้โอเปอร์เรเตอร์ 1/rC ซึง่ก ็คอืคลูอมป ์ นัน่หมายความ
วา่เราไมส่ามารถทำการแยกตัวประกอบ (Factorization) อนิทกิรัลของเราให้อย ูใ่นรปูของพกัิดคาร์ทเีซยีน
(Cartesian Components) หรอื x, y, z ได้นัน่เอง ดังน้ันในการคำนวณ Nuclear Attraction Integral เรา
จำเปน็ต้องใช้ตัวชว่ยนัน่กค็อื Hermite Coulomb Integral (Rn

tuv(p,P,C)) ซึง่เปน็ตัวแทนของอันตร
กริยิาแบบคลูอมป ์ (Coulomb Interaction) ทีเ่กดิขึ้นระหวา่งการกระจายตัวของประจแุบบ Gaussian ใน
โมเลกลุซึง่มจีดุศนูยก์ลางคอื P สว่นนวิเคลยีสน้ันมจีดุศนูยก์ลางอย ูท่ ี่C โดย Hermite Coulomb Integral
น้ันมอีงคป์ระกอบคอื Eij

t ซึง่สามารถหาได้ด้วยวธิกีารวนซ้ำตามชดุสมการดังตอ่ไปนี้

Rn
t+1,u,v = tRn+1

t−1,u,v +XPCR
n+1
t,u,v (4.10.22)

Rn
t,u+1,v = uRn+1

t,u−1,v + YPCR
n+1
t,u,v (4.10.23)

Rn
t,u,v+1 = vRn+1

t,u,v−1 + ZPCR
n+1
t,u,v (4.10.24)

Rn
0,0,0 = (−2p)nFn(pR

2
PC) (4.10.25)

โดยที่ Fn(T ) คอืฟงักชั์นของบอยส์ (Boys Function)

Fn(T ) =

∫ 1

0

exp(−Tx2)x2ndx (4.10.26)

ซึง่ Boys Function น้ันเปน็กรณเีฉพาะแบบพเิศษของ Kummer Confluent Hypergeometric Function
1F1(a, b, x) ดังน ี้1

Fn(T ) =
1F1(n+ 1

2
, n+ 3

2
,−T )

2n+ 1
(4.10.27)

โดยทีเ่ราสามารถ Implement สมการด้านบนนี้ ได้งา่ย ๆ โดยการใช้ฟงักชั์นของไลบราร ี่ SciPy สำหรับ
1F1 ซึง่อย ูใ่นโมดลู scipy.special� �
1 def R(t, u, v, n, p, PCx, PCy, PCz, RPC):
2 """
3 Returns the Coulomb auxiliary Hermite integrals

1https://en.wikipedia.org/wiki/Confluent_hypergeometric_function

https://en.wikipedia.org/wiki/Confluent_hypergeometric_function
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4
5 Returns a float.
6 Arguments:
7 t,u,v: order of Coulomb Hermite derivative in x,y,z
8 (see defs in Helgaker and Taylor)
9 n: order of Boys function

10 PCx,y,z: Cartesian vector distance between Gaussian
11 composite center P and nuclear center C
12 RPC: Distance between P and C
13 """
14 T = p * RPC * RPC
15 val = 0.0
16 if t == u == v == 0:
17 val += np.power(-2 * p, n) * boys(n, T)
18 elif t == u == 0:
19 if v > 1:
20 val += (v - 1) * R(t, u, v - 2, n + 1, p, PCx, PCy,

PCz, RPC)
21 val += PCz * R(t, u, v - 1, n + 1, p, PCx, PCy, PCz, RPC)
22 elif t == 0:
23 if u > 1:
24 val += (u - 1) * R(t, u - 2, v, n + 1, p, PCx, PCy,

PCz, RPC)
25 val += PCy * R(t, u - 1, v, n + 1, p, PCx, PCy, PCz, RPC)
26 else:
27 if t > 1:
28 val += (t - 1) * R(t - 2, u, v, n + 1, p, PCx, PCy,

PCz, RPC)
29 val += PCx * R(t - 1, u, v, n + 1, p, PCx, PCy, PCz, RPC)
30 return val� �
และเราสามารถทำการกำหนด Boys Function โดยการเขยีนฟงักชั์น boys(n,T) ได้ดังนี้� �
1 from scipy.special import hyp1f1
2
3 def boys(n, T):
4 return hyp1f1(n + 0.5, n + 1.5, -T) / (2.0 * n + 1.0)� �

แล้วเรากส็ามารถคำนวณ P ได้โดยการใช้ Gaussian Product Center Rule ดังนี้

P =
αA+ βB

α + β
(4.10.28)
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ซึง่สามารถเขยีนออกมาเปน็โค้ดได้งา่ย ๆ ดังนี้� �
1 def gaussian_product_center(a, A, b, B):
2 return (a * A + b * B) / (a + b)� �

เม ือ่เราคำนวณ Coulomb Auxiliary Hermite Integrals Rn
tuv ออกมาได้แล้ว ข้ันตอนตอ่ไปคอืเรา

สามารถคำนวณ Nuclear Attraction Integral โดยเทยีบกับนวิเคลยีสทีม่จีดุศนูยก์ลางอย ูท่ ี่C, Vab(C) ได้
โดยการใช้สมการตอ่ไปนี้

Vab(C) =
2π

p

i+j+1,
k+l+1,
m+n+1∑
t,u,v

Eij
t E

kl
u E

mn
v R0

tuv(p,P,C) (4.10.29)

ซึง่เรากจ็ะสามารถ Implement สมการด้านบนนี้ ให้เปน็โค้ดตามฟงักชั์น nuclear_attraction ได้
ดังนี้� �
1 def nuclear_attraction(a, lmn1, A, b, lmn2, B, C):
2 """
3 Evaluates kinetic energy integral between two Gaussians
4
5 Returns a float.
6 a: orbital exponent on Gaussian 'a' (e.g. alpha in the text)
7 b: orbital exponent on Gaussian 'b' (e.g. beta in the text)
8 lmn1: int tuple containing orbital angular momentum (e.g.

(1,0,0))
9 for Gaussian 'a'

10 lmn2: int tuple containing orbital angular momentum for
Gaussian 'b'

11 A: list containing origin of Gaussian 'a', e.g. [1.0, 2.0,
0.0]

12 B: list containing origin of Gaussian 'b'
13 C: list containing origin of nuclear center 'C'
14 """
15 l1, m1, n1 = lmn1
16 l2, m2, n2 = lmn2
17 p = a + b
18 P = gaussian_product_center(a, A, b, B) # Gaussian

composite center
19 RPC = np.linalg.norm(P - C)
20
21 val = 0.0
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22 for t in range(l1 + l2 + 1):
23 for u in range(m1 + m2 + 1):
24 for v in range(n1 + n2 + 1):
25 val += (
26 E(l1, l2, t, A[0] - B[0], a, b)
27 * E(m1, m2, u, A[1] - B[1], a, b)
28 * E(n1, n2, v, A[2] - B[2], a, b)
29 * R(t, u, v, 0, p, P[0] - C[0], P[1] - C[1],

P[2] - C[2], RPC)
30 )
31 val *= 2 * np.pi / p
32 return val� �
และเรากส็ามารถใช้ Contracted Gaussians ในการคำนวณอนิทกิรัลของเราได้ตามทีแ่สดงในโค้ดดังตอ่ไปนี้� �
1 def V(a, b, C):
2 """
3 Evaluates overlap between two contracted Gaussians
4
5 Returns float.
6 Arguments:
7 a: contracted Gaussian 'a', BasisFunction object
8 b: contracted Gaussian 'b', BasisFunction object
9 C: center of nucleus

10 """
11 v = 0.0
12 for ia, ca in enumerate(a.coefs):
13 for ib, cb in enumerate(b.coefs):
14 v += (
15 a.norm[ia]
16 * b.norm[ib]
17 * ca
18 * cb
19 * nuclear_attraction(
20 a.exps[ia], a.shell, a.origin, b.exps[ib],

b.shell, b.origin, C
21 )
22 )
23 return v� �

ผู้อา่นจะต้องเข้าใจด้วยวา่อนิทกิรัลทีเ่ราคำนวณออกมาได้น้ันเปน็แค ่ Nuclear Attraction เทา่น้ัน ซึง่
เรายังม ี Nuclear Repulsion Integrals ทีเ่ปน็ Contribution มาจากอะตอมทีม่จีดุศนูยก์ลางอย ูท่ ี่C อกีด้วย
ถ้าหากวา่เราต้องการคำนวณ Nuclear Attraction Contribution ท้ังหมดของท้ังโมเลกลุ เราจะต้องทำการ
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รวม Integral ท้ังหมดทกุเทอมของทกุอะตอมเข้าด้วยแล้วกท็ำตามปรับสเกลของแตล่ะ Integral ตามประจ ุ
ยอ่ย (Nuclear Charge) ของอะตอมน้ัน ๆ

4.10.5 อนิทกิรัลแรงผลักระหวา่งอเิลก็ตรอน (Two-Electron Repulsion Integrals)

เราได้ศกึษารายละเอยีดของ One-Body Integrals ไปแล้ว ซึง่ เปน็อนิทิกรัลพื้นฐานที่ผ ู้ อา่นควรจะ
ต้องทราบหากต้องการเขยีนโปรแกรมคำนวณพลังงานของโมเลกลุด้วยวธิ ี Hartree-Fock ในหัวข้อนี้ เราจะ
มาดรูายละเอยีดของอนิทกิรัลอันสดุท้ายซึง่เปน็อนิทกิรัลทีส่ำคัญมากและมคีวามซับซ้อนมากเชน่กัน นัน่คอื
อนิทกิรัลของแรงผลักระหวา่งอเิลก็ตรอน (Electron-Electron Repulsion Integrals) ซึง่เปน็อนิทกิรัลแบบ
Two-Body

ในการคำนวณหาอนิทกิรัลอันนี้ น้ัน เราจะยังคงมกีารใช้ Hermite Integrals ซึง่เราจะต้องทำการหาผล
รวมดังตอ่ไปนี้

gabcd =
2π5/2

pq
√
p+ q

i+j+1,
k+l+1,
m+n+1∑
t,u,v

Eij
t E

kl
u E

mn
v

i′+j′+1,
k′+l′+1,
m′+n′+1∑
τ,ν,ϕ

Ei′j′

τ Ek′l′

ν Em′n′

ϕ (−1)τ+ν+ϕR0
t+τ,u+ν,v+ϕ(p, q,P,Q)

(4.10.30)

ซึง่จะเหน็ได้วา่สมการด้านบนนี้นา่กลัวมาก มคีวามซับซ้อนมาก อยา่งไรกต็าม เนือ่งจากวา่เราทราบวา่ p =

α+β เราจะกำหนดให้ q = γ+ δ เพ ือ่ท ีว่า่เราจะได้ม ี Gaussian Function Exponents ของ a, b, c และ
d ซึง่เราสามารถเขยีนสมการใหมอ่กีสมการทีม่หีน้าตาคล้าย ๆ กับ Nuclear Attraction Integrals ได้ดังนี้� �
1 def electron_repulsion(a, lmn1, A, b, lmn2, B, c, lmn3, C, d,

lmn4, D):
2 """
3 Evaluates kinetic energy integral between two Gaussians
4
5 Returns a float.
6 a,b,c,d: orbital exponent on Gaussian 'a','b','c','d'
7 lmn1,lmn2
8 lmn3,lmn4: int tuple containing orbital angular momentum
9 for Gaussian 'a','b','c','d', respectively

10 A,B,C,D: list containing origin of Gaussian 'a','b','c','d'
11 """
12 l1, m1, n1 = lmn1
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13 l2, m2, n2 = lmn2
14 l3, m3, n3 = lmn3
15 l4, m4, n4 = lmn4
16 p = a + b # composite exponent for P (from Gaussians 'a'

and 'b')
17 q = c + d # composite exponent for Q (from Gaussians 'c'

and 'd')
18 alpha = p * q / (p + q)
19 P = gaussian_product_center(a, A, b, B) # A and B composite

center
20 Q = gaussian_product_center(c, C, d, D) # C and D composite

center
21 RPQ = np.linalg.norm(P - Q)
22
23 val = 0.0
24 for t in range(l1 + l2 + 1):
25 for u in range(m1 + m2 + 1):
26 for v in range(n1 + n2 + 1):
27 for tau in range(l3 + l4 + 1):
28 for nu in range(m3 + m4 + 1):
29 for phi in range(n3 + n4 + 1):
30 val += (
31 E(l1, l2, t, A[0] - B[0], a, b)
32 * E(m1, m2, u, A[1] - B[1], a, b)
33 * E(n1, n2, v, A[2] - B[2], a, b)
34 * E(l3, l4, tau, C[0] - D[0], c,

d)
35 * E(m3, m4, nu, C[1] - D[1], c,

d)
36 * E(n3, n4, phi, C[2] - D[2], c,

d)
37 * np.power(-1, tau + nu + phi)
38 * R(
39 t + tau,
40 u + nu,
41 v + phi,
42 0,
43 alpha,
44 P[0] - Q[0],
45 P[1] - Q[1],
46 P[2] - Q[2],
47 RPQ,
48 )
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49 )
50
51 val *= 2 * np.power(np.pi, 2.5) / (p * q * np.sqrt(p + q))
52 return val� �
และเพือ่ให้ม ีความสมบรูณ์มากกวา่น ี้ เราจะสามารถเขยีนฟงักชั์นเพือ่คำนวณหา Electron-Electron Re-
spulsion Integral สำหรับ Contracted Gaussians ได้ดังนี้� �
1 def ERI(a, b, c, d):
2 """
3 Evaluates overlap between two contracted Gaussians
4
5 Returns float.
6 Arguments:
7 a: contracted Gaussian 'a', BasisFunction object
8 b: contracted Gaussian 'b', BasisFunction object
9 c: contracted Gaussian 'b', BasisFunction object

10 d: contracted Gaussian 'b', BasisFunction object
11 """
12 eri = 0.0
13 for ja, ca in enumerate(a.coefs):
14 for jb, cb in enumerate(b.coefs):
15 for jc, cc in enumerate(c.coefs):
16 for jd, cd in enumerate(d.coefs):
17 eri += (
18 a.norm[ja]
19 * b.norm[jb]
20 * c.norm[jc]
21 * d.norm[jd]
22 * ca
23 * cb
24 * cc
25 * cd
26 * electron_repulsion(
27 a.exps[ja],
28 a.shell,
29 a.origin,
30 b.exps[jb],
31 b.shell,
32 b.origin,
33 c.exps[jc],
34 c.shell,
35 c.origin,
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36 d.exps[jd],
37 d.shell,
38 d.origin,
39 )
40 )
41 return eri� �

ท้ังหมดทีเ่ราเพิง่ดรูายละเอยีดกันไปน้ันคอืสมการและการเขยีนโค้ดของอนิทกิรัลท้ังหมดทีจ่ำเปน็ต้องใช้
ในการเขยีนโปรแกรมเคมคีวอนตัมด้วยวธิ ี Hartree-Fock นัน่เองครับ

4.10.6 การพจิารณาประสทิธภิาพเชงิการคำนวณ (Computational Efficiency)

จากทีเ่ราได้ศกึษา Integrals แบบตา่ง ๆ มาแล้วท้ังสมการคณติศาสตร์และการเขยีนโปรแกรม ผ ู้อา่น
จะพบวา่โค้ดทีผ่มเอามาให้ดเูปน็ตัวอยา่งน้ันสามารถทำงานได้ปกติ ได้ผลการคำนวณทีถ่กูต้อง แตป่ระเดน็
สำคัญอกีอยา่งหนึง่กค็อืเร ือ่งของประสทิธภิาพของโปรแกรมหรอืโค้ด แนน่อนวา่โค้ดของเรารันได้ แตว่า่จะ
โค้ดจะทำงานได้ช้าหรอืเรว็น้ันกข็ึ้นอย ูกั่บวา่เราเขยีนโค้ดอยา่งไร นอกจากนี้ ยังขึ้นกับภาษาคอมพวิเตอร์ท ีเ่รา
ใช้ในการเขยีนด้วย โดยภาษาทีผ่มเลอืกมาใช้ในการเขยีนโค้ดในหนังสอืเลม่น ี้ น้ันสว่นใหญเ่ปน็ภาษา Python
เพราะวา่เขยีนได้งา่ย ผ ู้อา่นสามารถศกึษาตามได้ไมย่ากเมือ่เทยีบกับภาษาอืน่ ๆ

ถ้าหากวา่เราเขยีนโค้ดออกมาแล้วนำไปใช้เลยโดยทีไ่มม่พีจิารณาประสทิธภิาพเชงิการคำนวณกอ่นน้ัน
โค้ดของเรากอ็าจจะไมส่ามารถทำงานได้เตม็ทีบ่นคอมพวิเตอรท์ ีม่ปีระสทิธภิาพสงู เชน่ Supercomputer ดัง
น้ันเราจะมาดกัูนวา่เราจะสามารถปรับปรงุโค้ดของเราได้อยา่งไรบ้างเพือ่ท ีว่า่จะสามารถนำไปใช้ได้จรงิ

ปจัจัยแรกเลยคอืภาษาคอมพวิเตอร์ท ีเ่รานำมาใช้ในการเขยีนโค้ด จรงิ ๆ แล้วถ้าหากวา่เราอยากจะ
เขยีนโค้ดแบบจรงิจังเพ ือ่ให้ทำงานได้อยา่งมปีระสทิธภิาพ เราไมค่วรเขยีนโปรแกรมโดยการใช้เพยีงแคภ่าษา
Python เพราะวา่ภาษา Python น้ันจะทำงานได้ช้ากวา่ภาษาคอมพวิเตอรอ์ ืน่ท ีเ่ปน็แบบ Low-Level เหตผุล
ทีโ่ค้ดของเราด้านบนทีถ่กูด้วยเขยีน Python ทำงานได้ช้าน้ันกเ็พราะวา่เรามกีารวนลปูโดยการใช้ for แบบ
หลาย ๆ ช้ัน (Nested Loop) ซึง่เปน็ตัวการทีท่ำให้โค้ดของเราช้า ดังน้ันจงึจะเปน็การดกีวา่ถ้าหากวา่เรา
เขยีนบางสว่นของโค้ด Python ของเราด้วยเทคนคิตา่ง ๆ โดยหนึง่ในน้ันกค็อืการเขยีนโค้ดใหมด้่วย Cython
(http://www.cython.org) ซึง่จะชว่ยให้โค้ดของเราทำงานได้เรว็ขึ้นหลายสบิเทา่เลย ปญัหาอกีอยา่งหนึง่
ของ Python กค็อืมกีารใช้ Global Interpreter Lock (GIL) ซึง่ทำให้เราไมส่ามารถรันโค้ดของเราแบบขนาน
(Parallel) ได้ ซึง่ถ้าหากวา่เราสามารถทำการแบง่ Routine ในโค้ดการคำนวณ Integral ของเราออกเปน็
หลาย ๆ อันและทำการรัน Routines เหลา่น้ันด้วย CPUs หลาย ๆ อันได้กจ็ะทำให้โค้ดเราทำงานได้เรว็ขึ้น
เยอะมาก โดยหนึง่ในวธิกีารเขยีนโค้ดแบบ Parallel น้ันกค็อืการใช้วธิ ี OpenMP หรอืใช้โมดลูของ Cython
นัน่คอื cython.parallel โดยผ ู้อา่นสามารถนำเทคนคิเหลา่นี้ ไปใช้ในการทำให้โค้ดการคำนวณ Inte-
grals ของเราได้ เชน่ หลกีเล ีย่งการคำนวณแบบวนซ้ำหลาย ๆ รอบ (Explicit Recursion) ในฟงักชั์น E และ
R

นอกจากนี้ผ ู้อา่นยังสามารถใช้เทคนคิอืน่ ๆ ได้อกี เชน่ ใช้ Permutational Symmetry ของอนิทกิรัล

http://www.cython.org
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เชน่ เราสามารถทำการคำนวณ Two-Electron Repulsion Integral ได้เรว็ขึ้นประมาณ 8 เทา่เพยีงแคน่ำ
คณุสมบัตขิองความสมมาตรของอนิทกิรัลมาใช้ แล้วเรากส็ามารถหลักเล ีย่งการคำนวณ Integrals หลาย ๆ
อันทีม่คีา่เทา่กับศนูยไ์ด้เพ ือ่เปน็การประหยัดเวลาในการคำนวณ

4.11 การเพิม่ประสทิธภิาพการแปลง Two-Electron Integral

อัลกอรทิมึแบบทีม่ปีระสทิธภิาพในการสเกล (Scaling Performance) ทีต่ำ่น้ันทำให้การคำนวณทาง
เคมคีวอนตัมน้ันเสยีเวลาและเปลอืงทรัพยากร เชน่ พลังงาน ตัวอยา่งหนึง่ท ีเ่หน็ได้ชัดนัน่กค็อืการแปลงอนิทิ
กรัล (Integral Transformation) ของเทอม Two-Electron Integral ในโปรแกรมทาง Electronic Struc-
ture ซึง่ถ้าหากวา่อัลกอรทิมึท ีเ่ราใช้น้ันไมม่ปีระสทิธภิาพ การ Transformation น้ันกจ็ะมกีารสเกลมากถงึ
O(N8) ทำให้การคำนวณของโมเลกลุทีม่ขีนาดใหญน้ั่นใช้เวลานานมากหรอืแทบจะคำนวณไมไ่ด้เลย ดังน้ัน
จงึได้มกีารปรับปรงุให้การ Transformation น้ันทำได้งา่ยขึ้นโดยเราสามารถลดการสเกลลงมาได้อย ูใ่นระดับ
O(N5) เลยทเีดยีว

ถ้าหากวา่เราคำนวณ Hartree-Fock (HF) เราจะต้องมกีารนำเมทรกิซข์อง Molecular Orbital Coeffi-
cients หลาย ๆ อันมาคณูกัน ซึง่ Coefficients เหลา่นี้เปน็ Eigenvectors ทีส่อดคล้องกับ HF Hamiltonian
(Fock Matrix) นัน่เอง สว่นคา่ Eigenvalues น้ันกเ็ปน็พลังงานของออร์บทัิล โดยเทคนคิทีเ่ราสามารถนำมา
ใช้ในการลดความซับซ้อนของการคำนวณ Two-Electron Integral ลงได้น้ันกค็อืเทคนคิ Orbital Transfor-
mation ซึง่เปน็การแปลง Two-Electron Integral จาก Atomic Orbital Basis (ซึง่กค็อื Basis Functions
ทีเ่รานำมาใช้ในการสร้าง Atomic Orbital) ให้กลายเปน็ Molecular Orbital Basis แทน แล้วเรากท็ำการ
Project อนิทกิรัลทีค่ำนวณได้ไปบนฟงักชั์นคลืน่ของโมเลกลุ ซึง่วธิที ีเ่ราทำเร ิม่ต้นด้วย

(pq|rs) =
∑
µ

∑
ν

∑
λ

∑
σ

Cp
µC

q
νC

r
λC

s
σ(µν|λσ) (4.11.1)

ซึง่เขยีนเปน็โค้ดด้วยภาษา Python โดยการใช้ for ได้ครา่ว ๆ ดังนี้� �
1 for p in range(0,dim):
2 for q in range(0,dim):
3 for r in range(0,dim):
4 for s in range(0,dim):
5 for mu in range(0,dim):
6 for nu in range(0,dim):
7 for lam in range(0,dim):
8 for sig in range(0,dim):
9 TxInt[p,q,r,s] +=

C[p,mu]*C[q,nu]*C[r,lam]*C[s,sig]*UnTxInt[mu,nu,lam,sig]� �
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จะเหน็ได้วา่ถ้าเรารันโค้ดด้านบนนี้จะใช้เวลานานมาก ๆ เพราะวา่เรามกีารวนซ้ำ for ถงึ 8 ช้ันด้วยกัน โดย
การสเกลน้ันจะแปรผันตรงตามจำนวนของ Basis Functions ทีเ่ราใช้ยกกำลังด้วย 8 ซึง่เยอะมาก ๆ

ถ้าหากวา่เราสังเกตสมการด้านบนนี้ด ี ๆ จะพบวา่ Coefficients แตล่ะตัวน้ันไมข่ึ้นตอ่กัน เชน่ Cp
µ กไ็ม ่

ขึ้นกับ Cq
ν ดังน้ันเราจงึสามารถเขยีนสมการใหมไ่ด้เปน็

(pq|rs) =
∑
µ

Cp
µ[
∑
ν

Cq
ν [
∑
λ

Cr
λ[
∑
σ

Cs
σ(µν|λσ)]]] (4.11.2)

หรอืถ้าอยากให้เหน็ภาพชัด ๆ และเข้าใจมากกวา่นี้กส็ามารถเขยีนโดยอนิทกิรัลแตล่ะอันแยกจากกันได้ ดังนี้

(µν|λs) =
∑
σ

Cs
σ(µν|λσ) (4.11.3)

(µν|rs) =
∑
λ

Cr
λ(µν|λs) (4.11.4)

(µq|rs) =
∑
ν

Cq
ν(µν|rs) (4.11.5)

(pq|rs) =
∑
µ

Cp
µ(µq|rs) (4.11.6)

นัน่กค็อืเราทำการแปลง Quarter Transformation ท้ังหมด 4 อัน โดยเราจะทำการบันทกึ Transformation
ทีค่ำนวณเสรจ็แล้วเกบ็ไว้ใช้สำหรับการคำนวณ Transformation อันตอ่ไป ซึง่ท้ายทีส่ดุแล้วเราจะสามารถ
เขยีนโค้ดของการแปลงดังกลา่วได้โดยการใช้ Loop เพยีงแค ่ 5 Loops เทา่น้ัน ซึง่นัน่กค็อืเปน็การลดสเกลลง
เหลอืแค ่N5 ดังน ี้� �
1 for p in range(0,dim):
2 for mu in range(0,dim):
3 temp[p,:,:,:] += C[p,mu]*UnTXInt[mu,:,:,:]
4 for q in range(0,dim):
5 for nu in range(0,dim):
6 temp2[p,q,:,:] += C[q,nu]*temp[p,nu,:,:]
7 for r in range(0,dim):
8 for lam in range(0,dim):
9 temp3[p,q,r,:] += C[r,lam]*temp2[p,q,lam,:]

10 for s in range(0,dim):
11 for sig in range(0,dim):
12 TxInt[p,q,r,s] += C[s,sig]*temp3[p,q,r,sig]� �
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โดยโค้ดเวอรชั์น่ท ีส่องนี้ เขยีนได้ดกีวา่เวอรชั์น่แรกเยอะมาก นอกจากนี้จะสังเกตได้วา่เราได้มกีารใช้เมทรกิซ์
temp เพ ือ่ใช้ในการเกบ็ผลลัพธท์ ีไ่ด้ระหวา่งการคำนวณ Quarter Transformations แล้วก ็ Transforma-
tion น้ันกม็กีารใช้ Slice Notation ใน Python/Numpy ด้วยซึง่ทำให้เราสามารถทำ Transformation ได้
ครบทกุ Dimension ของเมทรกิซ์ (แทนทีจ่ะใช้ Indices)

ด้านลา่งคอืโค้ดแบบสมบรูณ์ของการทำ Integral Transformation โดยมกีารบันทกึเวลาวา่ท้ังสองวธิ ี
น้ันใช้เวลานานแคไ่หนแล้วกม็าเปรยีบเทยีบกัน� �
1 import numpy as np
2 import time
3
4 # Dimension of arrays ... e.g number of basis functions
5 dim = 5
6 # For our first dumb O[N^8] method
7 MO1 = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
8 # For our smarter O[N^5] method
9 MO2 = np.zeros((dim, dim, dim, dim))

10
11 INT = np.random.randint(
12 9, size=(dim, dim, dim, dim)
13 ) # Our toy "two electron integrals"
14 # Toy "wavefunction coefficients"
15 C = np.random.randint(9, size=(dim, dim))
16
17 # First method: N^8
18
19 t0 = time.time()
20 for i in range(0, dim):
21 for j in range(0, dim):
22 for k in range(0, dim):
23 for l in range(0, dim):
24 for m in range(0, dim):
25 for n in range(0, dim):
26 for o in range(0, dim):
27 for p in range(0, dim):
28 MO1[i, j, k, l] += (
29 C[i, m]
30 * C[j, n]
31 * C[k, o]
32 * C[l, p]
33 * INT[m, n, o, p]
34 )
35 t1 = time.time()
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36
37 # Second method: N^5
38
39 t2 = time.time()
40 temp = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
41 temp2 = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
42 temp3 = np.zeros((dim, dim, dim, dim))
43 for i in range(0, dim):
44 for m in range(0, dim):
45 temp[i, :, :, :] += C[i, m] * INT[m, :, :, :]
46 for j in range(0, dim):
47 for n in range(0, dim):
48 temp2[i, j, :, :] += C[j, n] * temp[i, n, :, :]
49 for k in range(0, dim):
50 for o in range(0, dim):
51 temp3[i, j, k, :] += C[k, o] * temp2[i, j, o, :]
52 for l in range(0, dim):
53 for p in range(0, dim):
54 MO2[i, j, k, l] += C[l, p] * temp3[i, j, k,

p]
55 t3 = time.time()
56
57 # Set up random index to check correctness.
58 i = np.random.randint(dim)
59 j = np.random.randint(dim)
60 k = np.random.randint(dim)
61 l = np.random.randint(dim)
62
63 print(MO1[i, j, k, l])
64 print(MO2[i, j, k, l])
65 print("Time 1: ", t1 - t0)
66 print("Time 2: ", t3 - t2)� �
โดยได้เอาตพ์ตุออกมาดังนี้� �
1 1904496.0
2 1904496.0
3 Time 1: 0.2975327968597412
4 Time 2: 0.0035715103149414062� �

เม ือ่เรารันโค้ดแล้วจะพบวา่ระยะเวลาที่วธิ ีท ี่หนึง่ใช้ น้ันจะนานกวา่วธิ ีท ี่สองมาก (ผมกำหนดจำนวน
Basis Functions = 5) โดยใช้เวลาคอืประมาณ 0.298 และ 0.004 วนิาที ตามลำดับ ดังน้ันจงึสรปุได้วา่วธิที ี่
สองน้ันมปีระสทิธภิาพมากกวา่วธิแีรกในเชงิของการคำนวณอยา่งมาก นอกจากนี้ เรายังสามารถ Parallel อัล
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กอรทิมึของวธิที ีส่องเพือ่ให้ทำงานได้เรว็มากยิง่ขึ้นกวา่น ี้ได้อกีด้วย

4.12 คำแนะนำสำหรับการคำนวณเคมคีวอนตัม

คนทีท่ำวจัิยด้านเคมคีวอนตัมกจ็ะมเีทคนคิหรอืแนวทางในการทำการคำนวณเคมคีวอนตัมของตนเอง
ขึ้นอย ูกั่บหลายปจัจัย ตัวอยา่งเชน่ เรยีนจากคอรส์ของมหาวทิยาลัย, อา่นจากหนังสอืหรอืตำราตา่งประเทศที่
ตา่งกัน, ได้รับคำชี้แนะจากการทำวจัิยจากหลาย ๆ คน รวมถงึประสบการณห์รอืความเคยชนิกับโปรแกรมเคมี
ควอนตัมทีต่นเองถนัด อยา่งไรกต็าม ผมคดิวา่เราทกุคนควรจะต้องมหีลักการทางทฤษฎที ีถ่กูต้องทีค่วรจะต้อง
ปฏบัิตติามกัน ซึง่กค็อืการเข้าใจทฤษฎทีางเคมคีวอนตัมและโครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิส์ ในหัวข้อนี้ผ ู้อา่นได้
จะศกึษาแนวทางสำหรับการคำนวณเคมคีวอนตัม

1. การเตรยีม Input File โครงสร้างของโมเลกลุและการเลอืก Electronic State ผม
ขอเร ิม่ด้วยสิง่ท ีเ่ปน็พื้นฐานทีส่ดุนัน่กค็อืการเตรยีมไฟล์อนิพตุ (Input) ซึง่ปกตแิล้วเรามักจะทราบกันดวีา่เรา
สามารถแสดง (Represent) โครงสร้างของโมเลกลุได้ด้วยรปูแบบ (Format) 2 อัน นัน่คอื Cartesian (xyz)
Format กับ Z-Matrix Format โดยใน xyz Format น้ันเราจะใสล่สิต์รายละเอยีดของอะตอมในโมเลกลุ
นัน่คอืเลขอะตอมและพกัิด Cartesian Coordinates ของอะตอมแตล่ะตัว สว่นใน Z-Matrix Format น้ัน
จะเปน็การกำหนดโครงสร้างหรอื Geometry โดยการใช้พกัิดภายใน (Internal Coordinates) เชน่ ควาาม
ยาวพันธะ มมุพันธะ และมมุบดิ โดยโปรแกรมควอนตัมเคมสีว่นใหญน้ั่นทำการกำหนดรปูแบบเร ิม่ต้นของ
โครงสร้างโมเลกลุเปน็แบบพกัิด Cartesian รวมถงึพารามเิตอรอ์ ืน่ ๆ เชน่ กำหนดหนว่ยเปน็ Angstroms แต่
วา่โปรแกรมแตล่ะโปรแกรมน้ันกมั็กจะมคีเีวริด์ให้สลับไปใช้หนว่ยอืน่ เชน่ bohr พารามเิตอรท์ ีส่ำคัญอกี 2 อัน
กค็อื Charge กับ Spin Multiplicity ของ Electronic State ทีเ่ราสนใจทีจ่ะศกึษา โดยประจน้ัุนเปน็การระบุ
ถงึจำนวนของอเิลก็ตรอน สว่น Spin Multiplicity หาได้จากจำนวนรปูแบบทีอ่เิลก็ตรอนสามารถจัดค ูไ่ด้ซึง่
เขยีนแทนด้วย |Ψ⟩ สำหรับแตล่ะ Configuration นัน่เอง ตัวอยา่งเชน่ โมเลกลุมเีทน CH4 เรากำหนดประจ ุ
เปน็ 0 สว่น Spin Multiplicity น้ันเปน็ 1 เพราะวา่จำนวน Alpha Electron กับ Beta Electron น้ันเทา่กัน
ใน Singlet State ดังน้ันจงึม ี Configuration ได้แบบเดยีว

2. การเลอืก Basis Set ลำดับตอ่ไปคอืเราจะต้องเลอืก Basis Set ทีต้่องการใช้ อันนี้กเ็ปน็ปญัหาโลก
แตกอกีอันหนึง่ในทางเคมคีวอนตัม แตล่ะคนกจ็ะมี Basis Set ทีตั่วเองชอบหรอืจะต้องใช้ Basis Set ทีโ่ดน
บังคับให้ใช้ อยา่งไรกต็าม ผมขำแบง่คำแนะนำเบื้องต้นในการเลอืก Basis Set ออกเปน็ 2 กล ุม่หลัก ๆ คอื
Basis Set สำหรับการคำนวณด้วย DFT Method และด้วย Wavefunction-Based Method

1. สำหรับการคำนวณ Density Functional Theory (DFT) และ Hartree-Fock (HF) น้ันเรามักจะมี
ตัวเลอืกทัว่ ๆ ไป เชน่ 6-31G(d), 6-31G(d,p) แตถ้่าเปน็ไปได้กไ็ปใช้ Basis Set อืน่ท ีใ่หมก่วา่น ี้ ด ี
กวา่ (มบีทความวชิาการรวีวิท ีใ่ห้เหตผุลวา่ทำไมเราถงึไมค่วรใช้ Pople’s Basis ตัวเลก็ ๆ) ถ้าเปน็ไป
ได้ให้ลองใช้ Basis Set จากสำนัก Karlsruhe เชน่ def2-SVP, def2-TZVP, def2-QZVP ถ้าหากวา่
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เราต้องมกีารคำนวณเยอะมาก ๆ ผมแนะนำตัว def2-TZVP เพราะวา่จะให้ผลการคำนวณท้ังหมดที่
Converge ดกีวา่

2. สำหรับ Wavefunction-Based Method เชน่ MP2, CCSD, CCSD(T) นัน่ แนะนำให้ใช้จากสำนัก
ของ Dunning ทีเ่ปน็ตัว Correlation Consistent เชน่ cc-pVXZ ตัวอยา่งคอื cc-pVDZ, cc-pVTZ
เปน็ต้น ซึง่ Basis Set ของตระกลูนี้ มักจะให้ผลการคำนวณที่ Converge หรอืวา่เข้าใกล้ Full Basis
Set Limit นัน่เอง ถ้าต้องการคำนวณทีแ่มน่ยำและถกูต้องมาก ๆ กใ็ช้ตัวใหญ่ ๆ ไปเลย เชน่ cc-pV5Z

3. ถ้าต้องการศกึษาระบบโมเลกลุที่เก ีย่วข้องกับ Rydberg States, Long-Range Interaction, หรอื
ประจลุบ (Anions) ควรจะต้องใช้ Basis Set ทีม่ ี Diffuse Function ใสเ่ข้าไปด้วย เชน่ เรามักจะเหน็
วา่มสัีญลักษณเ์คร ือ่งหมาย + หรอืตัว D อย ูใ่น Basis Set ถ้าเปน็ของตระกลู Correlation-Consistent
กจ็ะเตมิคำวา่ “aug” เข้าไปข้างหน้า

4. Basis Set ของ Dunning น้ันถกูออกแบบมาให้เหมาะกับการ Correlate แคอ่เิลก็ตรอนทีอ่ย ูว่งนอก
เทา่น้ัน (Valence Electrons) ซึง่ในการใช้งานจรงิ ๆ น้ันเราควรจะต้อง treat อเิลก็ตรอนข้างใน
(Core Electrons) แบบ Frozen หรอืเราควรจะต้องใช้ Core-Valence Set เชน่ cc-pwCVDZ

3. การคำนวณที่ Ground State ในการเร ิม่โปรเจค็ใหมน้ั่นเราอยา่เพิง่รบีร้อนใช้วธิที ีอ่ลังการงาน
สร้างเกนิไปเพราะอาจจะสิ้นเปลอืงการคำนวณได้งา่ย ๆ ดังน้ันควรเร ิม่ด้วยวธิเีบา ๆ เรว็ ๆ ในชว่งวันแขง่ว ิง่
จรงิ เชน่ รันด้วยวธิ ี DFT แล้วกใ็ช้ Basis Set กลาง ๆ เชน่ def-SVP แล้วกใ็ช้ Functional พื้นฐาน เชน่ B3LYP
(ปญัหาโลกแตกอกีอันหนึง่คอืเลอืกใช้ Functional ตามความชอบ แล้วคอ่ยมาเเตรยีมอกีคร้ังตอนคำนวณจรงิ
ๆ ทีต้่องการผลการคำนวณทีถ่กูต้องไปตพีมิพห์รอืนำเสนอตอ่ไป) ซึง่วธิ ี DFT น้ันมี Computational Demand
ทีต่ำ่O(N4) เอง โดยN คอืจำนวนอเิลก็ตรอนหรอื Basis Functions เม ือ่เราพอมผีลการคำนวณระดับหนึง่
แล้วเราอาจจะใช้วธิกีารทีส่งูหรอืซับซ้อนขึ้น ซึง่จะให้ผลการคำนวณทีถ่กูต้องขึ้นแตก่แ็ลกมาด้วยการคำนวณ
ทีส่ ิ้นเปลอืงกวา่ DFT เชน่ MP2, MP3 เพราะวา่มันสเกลตาม O(N5) อยา่งไรกต็ามต้องอยา่ลมืวา่วธิ ี MPn
มันไมไ่ด้ให้ผลที่ Converge หมายความวา่ย ิง่เราเพิม่ Order ของ Perturbation ไมไ่ด้หมายความวา่ความถกู
ต้องน้ันมันจะมมีากขึ้นเร ือ่ย ๆ ซึง่ถ้าอยากใช้วธิ ี MPn ที่ Order สงู ๆ ให้ไปใช้วธิอี ืน่ท ีแ่ฟนซมีากกวา่นี้ดกีวา่
เชน่ Coupled Cluster (CC) Method สำหรับ CC น้ันกใ็ช้เร ิม่ด้วย CCSD กอ่นกไ็ด้ แตว่า่กไ็มไ่ด้ให้ผลการ
คำนวณทีถ่กูต้องมากนักถ้าเทยีบกับ CCSD(T) ซึง่ส ิ้นเปลอืงกวา่หนอ่ยนงึแตว่า่ให้ผลการคำนวณทีถ่กูต้องกวา่
มาก แตข่ึ้นช ือ่วา่ CC มันยอ่มสิ้นเปลอืงอย ูแ่ล้ว ซึง่วธิ ี CC น้ันมสีเกลถงึ O(N6)

4. การคำนวณที่ Excited State ถ้าอยากจะคำนวณ Electronic Structure ของโมเลกลุที่ Ex-
cited State กใ็ห้เร ิม่ด้วย Time-Dependent DFT (TDDFT) กไ็ด้ ถงึแม้วา่วธิ ี TDDFT ไมส่ามารถให้ผลการ
คำนวณทีถ่กูต้องได้ในหลาย ๆ กรณกีต็าม แตว่า่กไ็มไ่ด้ให้ผลการคำนวณทัว่ ๆ ไปของ Excited State ที่
แยม่ากนัก นอกจากนี้วธิ ี TDDFT น้ันจรงิ ๆ แล้วกไ็มไ่ด้ส ิ้นเปลอืงมากนัก เพราะวา่ตัว Formalism น้ันแบบ
เดยีวกันกับวธิ ี DFT เลยคอืการสร้าง Density Matrix แล้วกท็ำ Diagonalization สำหรับการใช้วธิ ี TDDFT
น้ันเรากค็วรจะใช้ Functional พเิศษทีถ่กูดไีซน์มาเพือ่ Excited State ด้วย เพราะวา่ Functional พวกนี้
มันจะสามารถอธบิายเหตกุารณ์บางอยา่งได้ เชน่ Rydberg Effect หรอืการกระต ุ้นของ Charge/Electron
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Transfer ซึง่จำเปน็มาก ๆ โดยเฉพาะการคำนวณพวก Spectra ตา่ง ๆ สำหรับวธิ ี Wavefunction-Based
Method น้ันกใ็ห้เร ิม่ด้วยวธิ ี Configuration Interaction ทีใ่ส ่ Single Excitation เข้าไป เรยีกวา่ CIS ซึง่เปน็
วธิที ีท่ำการรวม Slater Determinant ของ Singly Excited นัน่เองซึง่ได้มาจากการคำนวณทีม่กีารกระต ุ้นอ ิ
เลก็ตรอนหนึง่ตัวขึ้นไปใน Virtual Orbital1 ถงึแม้วา่ CIS จะไมแ่มน่ยำแตก่ไ็มส่ ิ้นเปลอืงเลย สว่นถ้าอยากจะใช้
วธิ ี Coupled Cluster สำหรับศกึษา Excited State น้ันจะต้องใช้ส ิง่ท ีเ่รบีกวา่ Equation-of-Motion เข้ามา
ชว่ย ซึง่กค็อืวธิ ี EOM-CC หรอืถ้าอกีวธิกีค็อืใช้ Linear Response เรยีกวา่ LR-CC โดยวธิ ี EOM-CC น้ันโคตร
สิ้นเปลอืงแตว่า่ให้ผลทีถ่กูต้องมาก นอกจากนี้ ยังมวีธิอี ืน่อกี เชน่ Algebraic Diagrammatic Construction
(ADC) หรอื CC2, CC3 ซึง่เปน็ Approximation แบบหนึง่ของ EOM-CC ซึง่จะสิ้นเปลอืงน้อยกวา่

5. การแก้ปญัหาทีเ่กดิขึ้นในการคำนวณเคมคีวอนตัม คราวนี้ เราลองมาดปูญัหายอดฮติทีเ่รา
มักจะเจอกันรวมถงึวธิหีรอืคำแนะนำในการแก้ปญัหา ซึง่ปญัหาหลักทีผ่มจะเน้นน้ันกค็อืการที่ Self-Consistent
Field (SCF) Calculation น้ันไม ่ Converge วธิกีารแก้ทีอ่าจจะลองเอาไปใช้คอื

1. เพ ิม่จำนวนรอบของการรัน SCF

2. เปลีย่น Initial Orbital Guess เร ิม่ต้นทีเ่ราเอามาใช้ในการสร้างฟงักชั์นคลืน่

3. เปลีย่น Basis Set ซึง่ให้ลองใช้ Basis Set ทีม่ขีนาดเลก็ลงมาแล้วกค็อ่ยเอาไปใช้เปน็ Orbital Guess
สำหรับการคำนวณทีใ่ช้ Basis Set ใหญก่วา่ได้

4. ใช้ Trick อืน่ ๆ เชน่ ปรับ Level Shift ซึง่เปน็การปรับพลังงานของ Virtual Orbitals ซึง่มปีระโยชน์
มากสำหรับระบบโมเลกลุบางอันทีซั่บซ้อน เชน่ Biradical หรอื Triplet State

6. ทำ Stability Analysis หลังการรันทกุคร้ัง หลายคนน้ันหลังจากทีรั่นการคำนวณเสรจ็แล้ว
กมั็กจะดใีจและนำคา่ตา่ง ๆ จาก Output File ทีไ่ด้จากการคำนวณมาใช้ ซึง่การทำแบบนี้ น้ันจรงิ ๆ แล้ว
ถอืวา่เส ีย่งมาก ถงึแม้วา่ระบบโมเลกลุทีเ่ราคำนวณน้ันจะเลก็กต็าม ทีผ่มบอกวา่เส ีย่งน้ันหมายความวา่ผลการ
คำนวณทีเ่ราได้ออกมาน้ันอาจจะผดิได้ ยกตัวอยา่งเชน่โมเลกลุ N2 น้ันบางคร้ังให้ผลการคำนวณทีไ่มส่มเหต ุ
สมผลมาก ๆ โดยปญัหาทีท่ราบกันดนัีน่กค็อืพลังงานของ LUMO ตำ่กวา่ของ HOMO ซึง่เปน็ไปไมไ่ด้เลย
เหตผุลกค็อื SCF น้ันมัน Converge เข้าไปหา Electronic State ทีผ่ดิเพราะวา่เกดิจาก Guess เร ิม่ต้นทีใ่ช้ใน
การคำนวณ SCF น้ันผดิ โดยเก ีย่วข้องกับ Occupation ของออรบ์ทัิลทีม่าจาก Symmetry หรอืสมมาตรของ
โมเลกลุนัน่เอง โดย N2 น้ันมี Irreducible Representation ท้ังหมด 8 อัน (D2h) ซึง่ SCF น้ันจะต้องเดาวา่ม ี
จำนวน Irreducible Representation เทา่ไหรท่ ีจ่ะต้องนำมาอเิลก็ตรอนเข้ามาใส ่ ถ้าหากวา่เดาผดิกจ็ะทำให้
SCF น้ันผดิและทำให้เลข Occupation Number น้ันผดิไปด้วย วธิกีารเชค็งา่ย ๆ คอืให้ดทู ี่ Occupation
ของ Doubly Occupied Orbitals โดยโปรแกรมแตล่ะโปรแกรมกจ็ะมี Keyword ทีเ่ราสามารถใช้ในการเชค็
Stability ของฟงักชั์นคลืน่ท ีต่า่งกันไป

1Virtual Orbital กค็อื Unoccupied Orbital หรอืออรบ์ทัิลทีไ่มม่อีเิลก็ตรอนอยูใ่นสถานะพื้น
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7. การปรับโครงสร้างโมเลกลุ (Geometry Optimization) การปรับโครงสร้างโมเลกลุ
(Geometry Optimization) น้ันเปน็ส ิง่ท ี่ทกุคนน้ันจะต้องมีประสบการณ์ทำกันมาแล้วท้ัง น้ัน คำแนะนำ
สำหรับการรัน Geometry Optimization มดัีงนี้ครับ

1. การรัน Geometry Optimization น้ันใช้เวลานานกวา่จะ Converge เพราะวา่โครงสร้างน้ันจะต้อง
ประมาณคา่ของ Hessian Matrix แทนทีจ่ะคำนวณหา Hessian ทีถ่กูต้อง ดังน้ันเราควรเร ิม่ด้วยการ
ใช้ Full Hessian Matrix เพือ่ทำให้ Converge เรว็ขึ้น

2. โมเลกลุบางระบบปรับโครงสร้างได้ยากมาก ๆ การทีเ่ราใช้ Coordinate System ทีซั่บซ้อนกอ็าจจะ
ชว่ยทำให้การรันสามารถ Converge ได้

3. เม ือ่สามารถหา Stationary Point ได้แล้ว ให้ทำการคำนวณ Frequency Analysis เพ ือ่ตรวจสอบวา่
โครงสร้างทีเ่ราได้น้ันเปน็ Local Minimum หรอื Transition State กันแน่

4. เราไม ่ควรเร ิม่การปรับโครงสร้างด้วยการใช้โครงสร้างที่ม ี Symmetry สงู ๆ เชน่ D2h เพราะวา่
โดยหลักการแล้วตัว Optimizer น้ันไมส่ามารถปรับโครงสร้างโมเลกลุจาก High symmetry ไปยัง
โครงสร้างทีม่ ี Low symmetry ได้ ดังน้ันเราควรเร ิม่ด้วยการไมใ่ช้ Symmetry และปลอ่ยให้ Opti-
mizer น้ันมันเชค็เองวา่โครงสร้างอันน้ันมสีมมาตรหรอืเปลา่

4.13 เร ือ่งทีห่ลายคนเข้าใจผดิเก ีย่วกับโปรแกรมเคมคีวอนตัม

โปรแกรมเคมคีวอนตัมแตล่ะเจ้ากจ็ะมกีารใช้ทฤษฎที ีเ่อามาใช้ในการคำนวณพลังงานของโมเลกลุทีแ่ตก
ตา่งกัน กแ็ล้วแตว่า่อยากจะศกึษาโมเลกลุแบบไหน แตล่ะคา่ยกจ็ะเคลมวา่ของตัวเองดอียา่งน้ันดอียา่งนี้

แตล่ะโปรแกรมมี Framework, Theory, Method ทีใ่ช้ในการคำนวณหรอืจำลองโมเลกลุทีแ่ตกตา่งกัน
ไป ขึ้นกับวา่ใช้สตูรไหนในการอธบิาย โดยทัว่ไปแล้วโปรแกรมเคมคีวอนตัมจะมกีารใช้วธิดัีงตอ่ไปนี้ ในการ
อธบิาย Electron Density

1. ฟงักชั์นคลืน่ (Wavefunction) กรณที ีพ่ดูถงึ Wavefunction-Based Method เชน่ MPn

2. ความหนาแนน่ (Density) กรณที ีพ่ดูถงึ Density-Based Method เชน่ DFT

เพือ่นำมาใช้ในการคำนวณพลังงานรวมและคณุสมบัตอิ ืน่ ๆ ทีเ่ปน็ Derivatives ของพลังงานออกมา

บางโปรแกรมกใ็ช้สตูรทีง่า่ย บางโปรแกรมกส็ตูรทีส่ลับซับซ้อน บางโปรแกรมกคั็ดลอกหรอืลอกไอเดยี
ของโปรแกรมอืน่มาแล้วกน็ำมาดัดแปลง ตัดแตง่ พัฒนาให้ดมีากขึ้น (เรยีกวา่เปน็แรงบันดาลใจกไ็ด้) โปรแกรม
ยอดฮติอยา่ง Gaussian1 ถอืวา่เปน็ต้นแบบของโปรแกรมเคมีควอนตัมเกอืบทกุโปรแกรมที่เราร ู้จักกันใน

1https://gaussian.com/

https://gaussian.com/
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ปจัจบัุน มข้ีอดเียอะ แตใ่นขณะเดยีวกันกม็ข้ีอเสยีหลายอยา่งและมคีวามสามารถจำกัด ไมเ่หมาะสำหรับการ
คำนวณระบบโมเลกลุบางประเภทหรอืการศกึษาคณุสมบัตขิองวัสดโุมเลกลุในหลาย ๆ สถานะ

สิง่ท ีผ่มอยากจะเพิม่เตมิกค็อือยากจะให้ผ ู้อา่นเข้าใจประเดน็หลาย ๆ อยา่งทีอ่าจจะเคยเข้าใจผดิ ๆ ดังนี้

• ไมม่ทีฤษฎคีวอนตัมอันไหนทีด่แีละแมน่ยำทีส่ดุสำหรับทกุระบบ (General)

• ไมม่โีปรแกรมควอนตัมโปรแกรมไหนทีด่ที ีส่ดุโลก ท้ังโลกนี้และโลกหน้า

• ม ีแต ่ทฤษฎีและโปรแกรมที่เหมาะสำหรับระบบโมเลกลุแค ่บางประเภทที่มันถกูออกแบบมาเพือ่ให้
คำนวณแล้วได้ผลทีแ่มน่ยำและถกูต้องและมปีระสทิธภิาพ

• โปรแกรมเสยีเงนิใชว่า่จะดเีสมอไป และโปรแกรมฟรใีชว่า่จะไมด่ ี การเลอืกใช้โปรแกรมฟรกีม็คีวาม
เส ีย่งหลาย ๆ อยา่ง

• ถ้าผ ู้อา่นอยากใช้โปรแกรมไหนกใ็ห้ใช้โปรแกรมน้ันเลย แตค่วรจะต้องเข้าใจด้วยวา่โปรแกรมน้ันเหมาะ
สำหรับคำนวณอะไร

4.14 แบบฝกึหัด

1. เขยีนโปรแกรมคำนวณ Restricted Hartree-Fock (RHF) ด้วยภาษา Python

2. ใช้โค้ด RHF คำนวณ Ionisation Energy ของ Helium และพลังงานและออรบ์ทัิลของ Beryllium

3. (เสรมิ) ปรับแก้โค้ด RHF ให้สามารถคำนวณ Unrestricted Hartree-Fock (UHF) ได้

4. ใช้โค้ด UHF คำนวณ Singlet-Triplet Splitting ของ Helium และ Ionisation Energy ของ Lithium

5. อธบิายและเขยีนโปรแกรมสำหรับคำนวณ Density Matrix ของ Density Functional Theory
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5.1 ทำไมต้อง High-Performance Computing ?

High-Performance Computing (HPC)คอืเทคโนโลยที ีใ่ช้คลัสเตอรค์อมพวิเตอร์ (เครอืขา่ยของคอมพวิเตอร์
หลาย ๆ เคร ือ่งท ีเ่ช ือ่มตอ่และทำงานรว่มกัน) ในการประมวลผลหรอืคำนวณข้อมลูขนาดใหญแ่ละแก้ปญัหา
ทางคณติศาสตร์ท ีซั่บซ้อนมาก ๆ ให้เสรจ็ในระยะเวลาทีเ่รว็ท ีส่ดุ โดยทัว่ไปแล้ว HPC ทำงานหรอืประมวลผล
ได้เรว็กวา่คอมพวิเตอรธ์รรมดาทัว่ไปทีเ่ราใช้ทำงานกันปกตหิลายล้านเทา่1

5.1.1 อัลกอรทิมึสำหรับ Parallel Computing

ในปจัจบัุนเราสามารถแบง่อัลกอรทิมึสำหรับการคำนวณ Parallel Computing ออกได้เปน็ 2 อัลกอริ
ทมึ คอื Open Multi-Processing (OpenMP) กับ Message Passing Interface (MPI) ซึง่ท้ังสองวธินี ี้มคีวาม
แตกตา่งกันดังนี้

OpenMP เปน็วธิที ีเ่หมาะสำหรับการคำนวณกับหนว่ยประมวลทีม่คีวามเช ือ่มโยงกันแบบแนน่ (Tightly
Coupled Multiprocessing) เชน่ เคร ือ่งคอมพวิเตอร์ท ี่ม ีหนว่ยประมวลผลหลาย ๆ ตัวอย ู่ภายในเคร ือ่ง
เดยีวกันและมกีารแชร์หนว่ยความจำกัน (Shared Memory) โดยจะเปน็การใช้จำนวน Threads หลาย ๆ
ตัวมาใช้ในการวนลปูแบบขนานซึง่เรยีกวา่ Fine Grain Parallelism (Loop Level) สำหรับการเขยีนโค้ดเพือ่
ให้รันได้แบบขนานโดยการใช้ OpenMP สามารถทำได้ไมย่าก เมือ่เทยีบกับ วธิ ี MPI

1อา่นเพิม่เตมิเก ีย่วกับ HPC ได้ที่ https://www.ibm.com/topics/hpc
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MPI เปน็วธิที ีต่รงข้ามกับ OpenMP นัน่คอืเหมาะสำหรับการคำนวณกับหนว่ยประมวลผลทีม่คีวามเช ือ่ม
โยงกันแบบหลวม (Loosely Coupled Multiprocessing) เชน่ คลัสเตอรห์รอืซปุเปอรค์อมพวิเตอรท์ ีป่ระกอบ
ไปด้วยคอมพวิเตอรห์ลาย ๆ เคร ือ่งทีเ่ช ือ่มตอ่กันผา่นเครอืขา่ยภายใน (Local Network) วธิ ี MPI มักถกูนำมา
ใช้สำหรับการทำ Coarse-Grain Parallelism (Domain Decomposition) การเขยีนโค้ดเพือ่ให้รันได้แบบ
ขนานโดยการใช้ MPI น้ันคอ่นข้างมคีวามซับซ้อนมากกวา่การใช้วธิ ี OpenMP ขึ้นอย ูกั่บความเรว็ของโค้ดที่
เราต้องการให้เพิม่ขึ้น รวมไปถงึการออกแบบอัลกอรทิมึสำหรับการแบง่ Workload ไปยัง Compute Node
ตา่ง ๆ และการ Communication ระหวา่ง Node ด้วย

5.1.2 การเลอืกใช้อัลกอรทิมึ Parallelism

ผมเชือ่วา่ตอนนี้ผ ู้อา่นอาจจะเกดิคำถามวา่แล้วเราจะใช้ OpenMP หรอื MPI ในสถานการณ์ไหน ผมมี
ตัวอยา่งมาให้ด ู 3 กรณี จะได้เหน็ภาพกันงา่ย ๆ ครับ

ตัวอยา่งที่ 1

เราต้องการทำ Parallelization เพราะวา่หนว่ยความจำของเคร ือ่งท ีใ่ช้รันโค้ดของเราน้ันไม ่
เพยีงพอ เชน่ เรามกีารคำนวณทีม่คีวามซับซ้อนมาก แล้วกข็นาดของข้อมลูทีใ่ช้น้ันมปีรมิาณ
เยอะมากซึง่ไมส่ามารถ Fit กับขนาดของหนว่ยความจำทีม่ ี

ในกรณนี ี้ เราควรใช้อัลกอรทิมึ MPI แล้วกค็วรจะเร ิม่ด้วยการใช้แค ่ 1 MPI Process ตอ่ 1 Compute
Node ซึง่จะเปน็การใช้หนว่ยความจำให้ได้มากทีส่ดุ

ตัวอยา่งที่ 2

เรามข้ีอมลูทีม่ปีรมิาณน้อยมากแล้วเรากต้็องการแคเ่พิม่ความเรว็ของโค้ดทีก่นิทรัพยากรสิ้น
เปลอืงมาก ๆ ในการคำนวณ แล้วกเ็ราไมอ่ยากเสยีเวลาในการทำ Parallelization

ในกรณนี ี้ เราควรใช้อัลกอรทิมึ OpenMP เพราะวา่การเขยีนโค้ด OpenMP น้ันทำได้ไมย่ากมาก เพยีง
แคเ่ขยีนโค้ดเพิม่ Statement เข้าไปแคเ่พยีงก ีบ่รรทัด (ให้ครอบ Loop ทีเ่ราต้องการทำ Parallel)

ตัวอยา่งที่ 3

เราต้องการเพิม่หนว่ยความจำเปน็ (ใช้ Compute Node หลาย ๆ ตัว) แล้วกใ็นขณะเดยีวกัน
เราต้องการเพิม่ความเรว็ในการคำนวณให้ได้มากทีส่ดุเทา่ท ีจ่ะเปน็ไปได้ด้วย เชน่ อยากให้โค้ด
ของเรารันด้วย Core หลาย ๆ Core ตอ่ Compute Node
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ในกรณนี ี้คอ่นข้างซับซ้อนกวา่ตัวอยา่งสองอันแรกสักหนอ่ย จากประสบการณ์ของผมพบวา่ในกรณข้ีาง
ต้นนี้ Hardware มบีทบาทอยา่งมากตอ่ประสทิธภิาพของ Parallelization ถ้าหากวา่เคร ือ่ง Compute Node
ของเรามีจำนวน Core ทีไ่มเ่ยอะ (เชน่ 4-8 Cores) ประสทิธภิาพของการคำนวณจะขึ้นอย ูกั่บ OpenMP
(นัน่กเ็พราะวา่โค้ดจะต้องมกีารเร ิม่ต้น OpenMP Threads กอ่น) มากกวา่ทีจ่ะขึ้นกับ MPI (เพราะวา่การ
Communication ระหวา่ง Processors ทีม่กีารแชรห์นว่ยความจำรว่มกันน้ันไมจ่ำเปน็ต้องใช้ MPI)

แตถ้่าหากวา่เคร ือ่ง Compute Node ของเรามจีำนวน Cores ทีเ่ยอะ (เชน่ 16 Cores ขึ้นไป) ในกรณี
น ี้ เราควรใช้ Hybrid Algorithm ซึง่เปน็การใช้ MPI และ OpenMP เพือ่มาทำ Parallelization แบบพร้อม
กัน แตว่า่การเขยีนโค้ดให้รันได้ด้วย MPI และ OpenMP น้ันมคีวามยากมาก

5.2 ทักษะและเครือ่งมอืสำหรับการเขยีนโปรแกรมสำหรับ HPC

ทักษะทีจ่ำเปน็ในการทำความเข้าใจ HPC

องคป์ระกอบของ HPC

• สถาปตัยกรรม (Architecture)
• การจัดการหนว่ยความจำ (Memory Management)
• Kernels, Threading, Multithreading
• Block

อัลกอรทิมึสำหรับการเขยีนโค้ดแบบขนาน

• Parallel Computing (SPMD)
• Shared Memory: OpenMP
• Distributed Memory: MPI
• Implementations: OpenMPI, Intel MPI, MVAPICH

คอมไพเลอรข์อง Intel

• OpenMP Compiler: icc , ifort

• MPI Compiler: mpicc , mpiicc (สำหรับ Intel C Compiler), mpicxx (สำหรับ C++),
mpiifort (สำหรับ Fortran)

ทักษะสำหรับการเขยีนโค้ดสำหรับ GPU

มคีวามเข้าใจภาษา CUDA (Operation)

1. สามารถระบุ (Declare) และจัดสรร (Allocate) หนว่ยความจำของ Host และ Device ได้
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2. สามารถเร ิม่ต้น (Initialize) การสร้างข้อมลูของ Host ได้
3. ถา่ยโอนข้อมลูจาก Host ไปยัง Device

4. สามารถสัง่ให้ Kernels หลาย ๆ ตัวทำงานได้
5. ถา่ยโอนผลการคำนวณจาก Device กลับไปยัง Host

5.3 การทำให้เกดิเมทรกิซร์ปูทแยง (Matrix Diagonalization)

ในหัวข้อนี้ผ ู้อา่นจะได้ศกึษาการทำให้เกดิเมทรกิซ์รปูทแยงหรอื Matrix Diagonalization (ผมขอเรยีก
ส้ัน ๆ วา่ MatDiag เพือ่ความสะดวก) ในการคำนวณแบบขนาน (Parallel Computing) สำหรับการคำนวณ
ทางเคมคีวอนตัม โดย MatDiag คอืการดำเนนิการ (Operation) ทางพชีคณติเชงิเส้นแบบหนึง่ซึง่ถกูใช้อยา่ง
แพรห่ลายโดยเฉพาะในงานวจัิยด้านการคำนวณทางวทิยาศาสตร์ แนน่อนวา่โปรแกรมทางเคมคีวอนตัมน้ันก ็
ใช้ MatDiag เยอะมาก ๆ ซึง่มคีวามซับซ้อนเชงิการคำนวณอยูท่ ี่ O(n3) ทำให้เกดิปญัหาคอขวดและทำให้
การคำนวณของระบบทีม่ขีนาดใหญน้ั่นช้ามาก ๆ เพือ่แก้ปญัหาดังกลา่วจงึได้มกีารพัฒนาเทคนคิและไลบราร ี่
ท ี่จะเข้ามาชว่ยเราในการทำ MatDiag ได้แบบขนาดหรอื Parallel ซึง่ชว่ยให้การทำ MatDiag เรว็ขึ้นถงึ
50% เลยทีเดยีว เร ิม่ต้นเรามีเมทรกิซ์ท ีม่ ีขนาดใหญแ่ละสมาชกิสว่นใหญข่องเมทรกิซ์น้ันมีคา่ไมเ่ทา่กับ 0
(Nonzero Elements) ซึง่เราจะเรยีกเมทรกิซป์ระเภทนี้วา่เมทรกิซแ์บบเตม็ (Full Matrix) หรอืเมทรกิซแ์บบ
แนน่ (Dense Matrix) กไ็ด้ โดยเราสามารถแทน Dense Matrix ได้โดยใช้รปูแบบทีเ่รยีกวา่ Block Cyclic
ในการทำการคำนวณแบบขนานด้วยวธิ ี Message-Passing Interface (MPI) ซึง่เปน็การกำหนดการกระจาย
Dense Matrix ไปยังหนว่ยประมวลผล (Processor) แตล่ะตัวของเคร ือ่งคำนวณ (Compute Node) ใน
คลัสเตอรค์อมพวิเตอร์

ให้ดทู ีภ่าพ 5.1 กอ่นซึง่เปน็การเปรยีบเทยีบการกระจายแบบ “Cyclic” และแบบ “Block” สำหรับ
เวกเตอร์ 1 มติแิละเมทรกิซ์ 2 มติ ิ (ภาพด้านลา่งผมคัดลอกมาจาก Tutorial “Introduction to Parallel”
ของ Blaise Barney แหง่สถาบัน LLNL) โดยสแีตล่ะสขีองแตล่ะชอ่งน้ันจะเปน็การบง่บอกถงึ Processor
ทีต่า่งกัน และแตล่ะ Segment น้ันจะบง่บอกถงึสัดสว่น (Portion) ของ Dense Matrix ทีถ่กูกำหนดและ
แบง่เข้าไปใน Local Memory ของแตล่ะ Processor สำหรับการแยกออกเปน็สว่น ๆ แบบหมนุวน (Cyclic
Decomposition) ของเมทรกิซน้ั์นสามารถทำได้คอืเราจะทำการ Distribute แตล่ะแถวหรอืแตล่ะคอลัมนไ์ป
ยัง Processor ทีแ่ตกตา่งกัน (เราอาจจะแบง่เปน็ทลีะค ูก่ไ็ด้ เชน่ แบง่ทกุ ๆ 2 แถว) ในทางตรงข้ามน้ัน วธิ ี
การแบง่แบบ Block Representation น้ันจะเปน็การแยกเมทรกิซ์ออกเปน็เมทรกิซ์ยอ่ย ๆ จำนวน N เม
ทรกิซ์ (เรยีกวา่ Submatrices กไ็ด้) โดยไมส่นใจวา่ขนาดของแตล่ะ Block น้ันจะต้องมขีนาดทีเ่ทา่กัน ซึง่
แตล่ะ Submatrix น้ันจะถกูสง่ตอ่ไปยัง Processor แตล่ะตัว สรปุคอืการแบง่แบบ Cyclic น้ันเปน็การนำการ
แบง่แบบ Block มาทำซ้ำ ๆ กันไปแบบละเอยีดกวา่ ซึง่จะทำให้เราได้ Block ทีม่ากกวา่

แล้วข้อดหีรอืข้อเสยีของท้ังสองวธินี ี้คอือะไร? เราจะเหน็ได้วา่ Cyclic Distribution น้ันจะเหมาะกวา่
การกระจายเมทรกิซ์แบบเทา่ ๆ กัน (Evenly) แตว่า่จะมกีารจัดการเมทรกิซ์ท ีท่ำได้แยก่วา่เพราะวา่จะต้องมี
การสือ่สาร (Communication) ระหวา่ง Processor และระหวา่ง Compute Node ในการสง่ตอ่ข้อมลูของ
Matrix Element ทีถ่กูคำนวณด้วย Processor ทีอ่ย ูใ่กล้กันซึง่ในทางตรงกันข้ามน้ันการ Communication
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ภาพ 5.1 เปรยีบเทยีบ Cyclic Format และ Block Format สำหรับการแสดงเวกเตอรแ์ละเมทรกิซใ์นการ
ประมวลผลแบบขนาน (Parallel) ท ีม่กีารใช้หนว่ยประมวลผลหลายอัน (Multiple Processors) โดยแตล่ะสี

คอืหนว่ยประมวลผลทีแ่ตกตา่งกัน

ภาพ 5.2 Block Cyclic แบบ 2 มติ:ิ Global View

ภาพ 5.3 Block Cyclic แบบ 2 มติ:ิ Local View
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ใน Block Representation Matrix น้ันจะทำได้ดกีวา่เพราะวา่มันมกีารแบง่แบบตอ่เน ือ่งบนหนว่ยความจำ
แตว่า่ถ้าหากวา่ Matrix ของเราเปน็แบบ Sparse Matrix หรอืเมทรกิซท์ ีม่สีมาชกิสว่นใหญเ่ปน็ 0 น้ันกอ็าจจะ
เกดิปญัหาเชน่ Load Balancing ได้

ภาพ 5.4 Square Virtual Matrix กับ Block Cyclic Distribution ด้านซ้ายคอื Global View ของการแบง่
Array ตาม Block ด้านขวาคอื Local View ทีข้่อมลูน้ันถกูเกบ็อย ูใ่นแตล่ะหนว่ยประมวลผลใน P-Array สว่น

ตำแหนง่ของ Process (Block Coordinates ในวงเลบ็) น้ันสอดคล้องกับ Linear Rank (Watermark)

เพือ่รวมข้อดขีองท้ังสองวธิไีว้จงึได้มกีารแบง่แบบ Block Cyclic Distribution ซึง่กค็อืเปน็การแยกเม
ทรกิซอ์อกเปน็ Block เลก็ ๆ แล้วกท็ำการกระจาย Blocks เหลา่นี้แบบหมนุวน (Cyclically) ไปยัง Proces-
sors ทกุตัว โดยให้ดตัูวอยา่งของ Block Cyclic Distribution ตามภาพที่ 5.2 และ 5.3 สำหรับวธิกีารแบง่ที่
มปีระสทิธภิาพทีส่ดุน้ันกค็อืจำนวนของ Block ทีถ่กูแบง่ออกมาน้ันน้ันจะต้องเทา่กับจำนวนของ Processors
(หมายความวา่มมีติเิทา่กัน Nrow × Ncol) โดย N คอืจำนวน Processors ซึง่ตามท้ังสองภาพน้ันเราจะเหน็
ได้วา่ Block ทีม่สีเีหมอืนกันน้ันคอืถกูคำนวณบน Processor เดยีวกัน (ด ู Local View) และขนาดของแตล่ะ
Block ควรจะต้องเทา่กันด้วย สว่นภาพที่ 5.4 น้ันแถมให้ครับ ซึง่กเ็ปน็อกีตัวอยา่งของการแยกเมทรกิซ์ออก
เปน็สว่น ๆ (Decomposition) แบบ Block Cyclic Distribution

5.4 การวัดประสทิธภิาพไลบรารีส่ำหรับ Matrix Diagonalization

เราจะมาศกึษาการวัดประสทิธภิาพของไลบราร ี่ ScaLAPACK กับ ELPA ซึง่ ท้ังสองตัวนี้ เปน็ไลบราร ี่
สำหรับการทำ MatDiag แบบขนานซึง่ได้รับความนยิมในการนำมาใช้ในการเขยีนโปรแกรมทีรั่นบนซปุเปอร์
คอมพวิเตอร์ เชน่ โปรแกรมสำหรับการทำงานวจัิยด้านวทิยาศาสตร์ โดยเราได้ศกึษากันไปแล้ววา่ถ้าหากเรา
มี Dense Matrix A ที่ถกูกระจายหรอืแบง่ไปคำนวณบน Processors แตล่ะตัวด้วยวธิ ี MPI โดยการใช้
Block Cyclic Distribution สิง่ท ีเ่รามักจะทำกันตอ่จากน้ันกค็อืการ Diagonalize ซึง่เราต้องพยายามทำให้
มัน Efficient ทีส่ดุโดยการทำ Diagonalization น้ันคอืการหาคำตอบของปญัหาคา่ไอเกน (Eigenvalue
Problem) ดังตอ่ไปนี้

AX = XL (5.4.1)
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โดยที่X คอืเมทรกิซ์ท ีบ่รรจ ุ Eigenvector ของ A ไว้ สว่น L น้ันคอืเมทรกิซ์ท ีบ่รรจคุา่ Eigenvalue ซึง่เม
ทรกิซ์ L นี้เองทีเ่ราจะต้องมาทำการหาเพราะมันเปน็ Diagonal เมทรกิซจ์รงิ ๆ ของ A

ในไลบราร ี่ ScaLAPACK น้ันมอัีลกอรทิมึ 3 ตัวทีเ่ราสามารถนำมาใช้ในการทำ Diagonalize Matrix
ทีเ่ปน็ Real Symmetry Matrix (เมทรกิซ์ท ีม่คีวามสมมาตรและมเีพยีงแคค่า่จรงิเปน็สมาชกิเทา่น้ัน) นัน่คอื
p?syevd , p?syevx , และ p?syevr โดยที่ ? น้ันแทนด้วยคา่ทีบ่ง่บอกถงึประเภทของข้อมลูในเม
ทรกิซ์ เชน่ ถ้าแทน ? ด้วย d จะหมายถงึเมทรกิซน้ั์นเกบ็ข้อมลูประเภท Double Precision หรอืความเทีย่ง
แบบสองเทา่ซึง่เปน็ประเภทของข้อมลูแบบหนึง่ของ Floating Point หรอืจำนวนจดุลอยตัว (ผมแนะนำวา่ให้
เรยีกโดยการใช้คำศัพท์ภาษาอังกฤษไปเลย เพราะวา่คำแปลภาษาไทยน้ันอาจจะเข้าใจได้ยากกวา่) โดยท้ังสา
มอัลกอรทิมึน ี้กจ็ะใช้วธิที ีแ่ตกตา่งกันไป เชน่ syevd จะใช้วธิแีบง่แยกและเอาชนะ (Divide and Conquer)
ซึง่ผลการทดสอบทีแ่สดงด้านลา่งน้ันได้มาจากการใช้ p?syevd นัน่เองครับ โดยสรปุส้ัน ๆ คอืวธิ ี Divide
and Conquer น้ันจะเร ิม่ด้วยการทำการลดรปูเมทรกิซ์ (Reduction) A ให้เปน็ Tridiagonal Matrix กอ่น
โดยใช้การแปลง Householder หลังจากน้ันกท็ำการหา Tridiagonal Eigenvalue ด้วยอัลกอรทิมึ Divide
and Conquer แล้วกท็ำการแปลงย้อนกลับไปให้ได้เปน็ Eigenvector ออกมา

ตามทีผ่มได้อธบิาย p?syevd ของไลบราร ี่ ScaLAPACK ไปแล้วน้ัน ลำดับตอ่ไปคอืไลบราร ีย่อดฮติ
อกีตัวทีไ่ด้รับความนยิมในการนำมาใช้ในโปรแกรมทางเคมคีวอนตัมหลายตัวด้วยกัน เชน่ NWChem และ
CP2K นัน่กค็อืไลบราร ี่ ELPA จรงิ ๆ แล้ว ELPA น้ันเอาอัลกอรทิมึใน ScaLAPACK มาปรับปรงุอกีทนีงึเพ ือ่ให้
มปีระสทิธภิาพมากขึ้น โดยจะใช้เทคนคิ Direction Transformation ของ Tridiagonal Form ซึง่กม็คีวาม
ซับซ้อนพอสมควร เอาเปน็วา่ท้ัง ScaLAPACK กับ ELPA กส็ามารถนำมาใช้ได้ท้ังค ู่ แล้วก ็ Interface น้ันมี
ความคล้ายคลงึกันมาก สิง่ท ีแ่ตกตา่งอกีอยา่งหนึง่กค็อื ELPA น้ันมคีวาม General มากกวา่ตรงทีส่ามารถ
ใช้กับ Fortran Kernel ได้บนหลากหลายสถาปตัยกรรมมากกวา่ เชน่ ถ้า Kernel ของ CPU เปน็แบบใหม่
ๆ เชน่ AVX, AVX2, หรอื AVX-512 น้ัน ELPA กจ็ะรองรับ คราวนี้ เรามาดกูารทำ Benchmark หรอืการวัด
ประสทิธภิาพของไลบราร ีท้ั่งค ูน่ ี้ กัน ปกตแิล้วการทำ MatDiag น้ันจะขึ้นอย ูกั่บปจัจัยหลายตัว โดยหลัก ๆ แล้ว
มดัีงนี้

1. ขนาดของ Matrix
2. โครงสร้างของ Matrix
3. จำนวน Processors ของเคร ือ่งท ีใ่ช้ในการรันหรอืคำนวณ Diagonalization
4. ขนาดของ MPI Block Size สำหรับ Matrix
5. อัลกอรทิมึทีใ่ช้ในการทำ Diagonalization

สำหรับตัวอยา่งทีเ่ราจะมารันทดสอบ Benchmark กันน้ัันกค็อืเมทรกิซ์จตรัุสขนาด 5888 × 5888

กับขนาด 13034 × 13034 ตามลำดับ โดยใช้โปรแกรม CP2K (โปรแกรมทางเคมีควอนตัม) ซึง่จรงิ ๆ
แล้วกค็อืระบบทีเ่ปน็โมเลกลุน้ำ (Water Cluster) 128 โมเลกลุนัน่เอง สำหรับเคร ือ่งซปุเปอร์คอมพวิเตอร์ท ี่
ใช้ในการทดสอบน้ันคอื Cray XC40 ซึง่มสีเปคคอืแตล่ะโหนดน้ันจะมี 12-core Intel Xeon E5-2690v3
Processors ท้ังหมด 2 ตัว และมี Memory คอื 64 GB (DDR4) สำหรับผลการทดสอบน้ันกด็ไูด้ตามภาพที่
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ภาพ 5.5 Local View

5.5 ได้เลย แกน y คอืประสทิธภิาพทีไ่ด้สว่นแกน x น้ันคอืจำนวนของ Node ของ Cray XC40 โดย SL คอื
ScaLAPACK, สว่น QR น้ันคอืเทคนคิ Decomposition แบบหนึง่ท ีเ่ราเอาเข้ามาชว่ยในการเพิม่ประสทิธภิาพ
การทำ Diagonalization ของ ELPA นัน่เอง ภาพด้านซ้ายคอืระบบทีเ่มทรกิซข์นาดใหญ่ สว่นภาพด้านขวาเม
ทรกิซข์นาดเลก็ สรปุคอืจากการทดสอบน้ันกค็อื ELPA ชนะขาดลอยในการทำ Diagonalization แบบขนาน
ด้วย MPI ซึง่ ELPA ทำประสทิธภิาพได้ดกีวา่ SL ประมาณ 60-80% เลยทเีดยีว

5.5 การประยกุตใ์ช้ Matrix Diagonalization

หนึง่ในการประยกุต์ใช้ Matrix Diagonalization ในโปรแกรมเคมเีชงิคำนวณกค็อืการคำนวณพลังงาน
ของออร์บทัิล (Orbital Energies) ซึง่ เปน็เทอมที่สำคัญมาก ๆ ในทางเคมีเพราะวา่เปน็ตัวที่เราจะนำมา
ใช้ในการศกึษาโมเลกลุ โดยหลาย ๆ คนทีเ่คยวชิาเคมอีนิทรยี์เชงิฟสิกิส์มาน้ันกน็า่จะเคยผา่นการใช้ Hückel
Model Theory ในการคำนวณหาพลังงานของออรบ์ทัิลของโมเลกลุเคมอีนิทรยี์ (สารประกอบไฮโดรคารบ์อน)
แบบงา่ย ๆ กันมาแล้ว เชน่ โมเลกลุเบนซนี ซึง่วธิที ีเ่ราจะใช้ในการคำนวณหา Orbital Energy น้ันเราจะต้อง
ทำการกำหนดฟงักชั์นคลืน่ท ีใ่ช้อธบิาย MO สำหรับ π Electron ขึ้นมากอ่น ซึง่เราสามารถใช้ผลรวมเชงิเส้น
ของ Atomic Orbitals ได้ เชน่ สำหรับโมเลกลุเบนซนี เขยีนได้ดังนี้

ϕn =
6∑
i=1

Ciχi (5.5.1)

โดยที่ Ci คอื Molecular Orbital Coefficients และ χ คอื Basis Function คราวนี้ เราสามารถใช้สมการ
Eigenfunction

HC = ϵC (5.5.2)

ในการหา ϵ ซึง่เปน็พลังงานของแตล่ะออรบ์ทัิลได้ โดยที่ H คอือนิทกิรัลของ Basis Function โดยหน้าตา H,



บทที่ 5. การคำนวณวทิยาศาสตรส์มรรถนะสงู 227

C และ ϵ น้ันจรงิ ๆ แล้วกค็อื Square Matrix ด ี ๆ นีเ่อง โดยสามารถดตัูวอยา่งของท้ังสามเมทรกิซน์ ี้สำหรับ
กรณโีมเลกลุเบนซนีได้ตามภาพที่ 1 โดย α กับ β น้ันกค็อื Coefficient ของแต ่ AO แตล่ะอันนัน่เอง เชน่
อะตอมคารบ์อนตัวที่ 1 น้ันกจ็ะมี Interaction กับคารบ์อนที่ 2 กับ 6 ซึง่การแก้สมการ Secular Equation
นี้เราสามารถทำ Diagonalization ได้ โดยจัดรปูสมการเปน็1

(H − ϵ)C = 0 (5.5.3)

หนึง่ในวธิที ีห่ลายคนมักจะนำมาใช้ในการทำ Diagonalization น้ันกค็อื Jacobi Method แตว่า่วธิ ี
น ี้ ม ีจดุออ่นคอืมันไมไ่ด้ทำการแยกตัวประกอบของ Secular Equation ออกเปน็เทอม ๆ จงึทำให้เราไมม่ ี
Main-diagonal Block แล้ว Main-diagonal Block คอือะไร? ทำไมถงึสำคัญ? ประเดน็กค็อืการทีเ่ราทำ
Diagonalization น้ันมันจะมีวธิ ีบางอยา่งที่สามารถจัดการเมทรกิซ์ให้อย ู่ในรปูที่เกดิจากการประกอบกัน
ระหวา่ง Diagonal Matrix หลาย ๆ อันได้และสมาชกิของเมทรกิซ์ท ีอ่ย ูน่อก Main-diagonal Block น้ันจะ
ต้องเปน็ 0 ด้วย เชน่ให้ดตูามภาพที่ 2 ถ้าใครยังไมเ่ข้าใจให้ดภูาพที่ 3 จะได้เหน็ภาพของ Diagonal Block ชัด
ขึ้น ซึง่กลับมาที่ Jacobi Method ทีไ่มไ่ด้ทำการแยก Block Diagonal Matrix ออกมาให้เรา ซึง่น ีเ่ปน็สาเหต ุ
ท ีท่ำให้ Symmetry ของโมเลกลุน้ันหายไประหวา่งการทำ Diagonalization และทำให้ออร์บทัิลทีเ่ปน็แบบ
Degenerate (ออร์บทัิลทีม่พีลังงานเทา่กัน) น้ันหายไปด้วย ซึง่ในความเปน็จรงิโมเลกลุเบนซนีจะต้องมบีางอ
อร์บทัิลทีม่พีลังงานเทา่กัน ตามภาพที่ 4 ดังน้ันสิง่ท ีเ่ราต้องการคอื Diagonalization Method ทีส่ามารถให้
Main-diagonal Block ทีม่ใีห้ Degenerate MOs อยา่งไรกต็ามในการคำนวณทางเคมคีวอนตัมน้ันถ้าหาก
เราใช้ทฤษฎอี ืน่ ๆ น้ันกจ็ะมกีารนยิามและคำนวณหาพลังงาน MO (Eigenvalues) ทีแ่ตกตา่งกันไปและซับ
ซ้อนมากขึ้น แตห่ลัก ๆ แล้วกจ็ะต้องมกีารทำ Diagonalization อย ูด่คีรับ

5.6 การวัดประสทิธภิาพโปรแกรม Ab Initio Molecular Dynamics

ในหัวข้อนี้เราจะมาดรูายละเอยีดข้ันตอนการประเมนิประสทิธภิาพ (ความเรว็) ของโปรแกรม Ab initito
Molecular Dynamics (AIMD) กันครับ ในปจัจบัุนน้ันมีโปรแกรมที่สามารถรันการคำนวณ AIMD หลาย
โปรแกรมมาก ๆ โดยโปรแกรมทีไ่ด้ รับความนยิม เชน่ CPMD, Quantum Espresso, CP2K, NWChem,
VASP โดยสว่นตัวของผมเองน้ันกไ็ด้มโีอกาสวัดประสทิธภิาพ (Benchmarking) ความเรว็โปรแกรมทีก่ล ุม่วจัิย
ทีผ่มมาศกึษาตอ่น้ันใช้ กค็อืโปรแกรม CP2K วา่ทำงานได้เรว็และมี Speed-Up Scaling มากน้อยแคไ่หนบน
Distributed System ของ Supercomputer

แนน่อนวา่ ข้ันตอนเร ิม่ ต้น น้ันก ็คอืการเตร ียมโครงสร้างของระบบโมเลกลุที่ต้องการนำมาใช้ ในการ
ทดสอบ แล้วกรั็น Simulation โดยการเปลีย่นจำนวนของ Compute Nodes โดยเร ิม่จาก 1 Node และ
เพิม่จำนวนเปน็ 2, 4, 8, 16, 24, 32, 48, 64 Node เปน็ต้น ซึง่ตามทฤษฎแีล้วน้ันความเรว็ของ Software ที่
ได้ควรจะต้องเรว็ขึ้นตามจำนวนเทา่ของการเพิม่จำนวน Compute Node

1ต้องทำความเข้าใจกันกอ่นวา่ทฤษฎี Hückel Model น้ันจะ Treat หรอืสนใจเฉพาะ MO ของ π Electron สำหรับโมเลกลุ
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แตใ่นความจรงิน้ันโปรแกรมของเราไมไ่ด้ทำงานเรว็ตามทฤษฎแีละ Speed-Up Scaling กไ็มไ่ด้เปน็
Linear Scaling หรอกครับ มันมปีญัหาเยอะและมหีลายเหตผุลทีท่ำให้เกดิคอขวด (Bottleneck) โดย Scaling
ทีไ่ด้กต็ามกราฟในรปูที่ 5.6 จะเหน็วา่พอเราเพิม่จำนวน Compute Node จาก 24 → 32 แล้ว Efficiency
(คำนวณจาก Speedup หารด้วยจำนวน Node) เร ิม่ลดลง

คำถามคอืส ิง่ท ี่ผมทำนี้ มันถกูต้อง 100% ไหม จรงิ ๆ แล้วไม ่ถกู 100% เพราะวา่การที่เรารัน MD
Simulation หลาย ๆ คร้ังถงึแม้วา่จะใช้ Input ไฟล์เดยีวกันและเหมอืนกันท้ังหมดน้ัน สิง่ท ีเ่กดิขึ้นคอืผลการ
คำนวณทีไ่ด้จะไมม่ทีางทีเ่หมอืนกัน นัน่กเ็พราะวา่อัลกอรทิมึของโปรแกรม MD (เรยีกได้วา่เกอืบทกุโปรแกรม
เลย) จะมกีารส ุม่ (Random) พารามเิตอร์บางตัวขึ้นมากอ่นใน Step แรกสดุของการคำนวณ ซึง่พารามเิตอร์
น้ันกค็อืความเรว็ของอะตอมแตล่ะตัวในโมเลกลุซึง่จะถกูนำมาใช้ในการแก้สมการ Newton แบบคลาสสคิ
สำหรับการคำนวณหาแรง (Force) เพือ่ใช้ในการอัพเดทตำแหนง่ของอะตอมแตล่ะตัวใน Step ตอ่ไป ซึง่เรา
เรยีกเท ่ ๆ วา่การ Propagation (ใน CP2K เราใช้ DFT-MD ซึง่จะใช้ควอนตัมในการคำนวณพลังงานและแรง
ของอะตอมแตล่ะตัว ซึง่เรามักจะ “เคลม” และเช ือ่วา่ให้ผลทีแ่มน่ยำและถกูต้องกวา่ใช้ Force Field)

ถงึแม้วา่เราจะรัน Simulation ด้วยไฟล์ Input เดยีวกัน 2 รอบ ผลการคำนวณน้ันจะไมเ่หมอืนกัน เชน่
พลังงานของระบบในแตล่ะ MD Step น้ันถ้าเทยีบกันแล้วจะแตกตา่งกันอยา่งส ิ้นเชงิ และแนน่อนวา่ระยะ
เวลาจรงิทีใ่ช้ในการคำนวณ (Simulation Time) ของแตล่ะ MD Step น้ันกต็า่งกันด้วย เหตผุลกต็ามทีไ่ด้บอก
ไปคอื Initial Parameter น้ันไมเ่หมอืนกัน จงึทำให้การรันสองท้ังน้ันให้ผลทีไ่มเ่หมอืนกัน

ถ้าถามวา่ผดิไหมทีโ่ปรแกรม MD สว่นใหญน้ั่นทำการส ุม่คา่ความเรว็เร ิม่ต้นของอะตอมแตล่ะตัว คำ
ตอบคอืไมผ่ดิ เพราะวา่ท้ายทีส่ดุแล้วเราสนใจระบบกรณที ีม่คีวามเปน็ Ergodicity แบบสมบรูณ์แล้ว เม ือ่เรา

ทีเ่ปน็แบบ π-conjugated เทา่น้ัน
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รัน Simulation ไปเร ือ่ย ๆ จนระบบเข้าส ูส่ภาวะสมดลุ (Equilibrium) เราสามารถอ้างได้วา่ Configuration
แตล่ะตัวน้ันสามารถทีจ่ะ Represent คณุสมบัตแิบบ Microscopic ได้� �
1 DO i = 1, natoms
2 atomic_kind => part(i)%atomic_kind
3 CALL get_atomic_kind(atomic_kind=atomic_kind, mass=mass)
4 part(i)%v(1) = 0.0_dp
5 part(i)%v(2) = 0.0_dp
6 part(i)%v(3) = 0.0_dp
7 IF (mass .NE. 0.0) THEN
8 SELECT CASE (is_fixed(i))
9 CASE (use_perd_x)

10 part(i)%v(2) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
11 part(i)%v(3) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
12 CASE (use_perd_y)
13 part(i)%v(1) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
14 part(i)%v(3) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
15 CASE (use_perd_z)
16 part(i)%v(1) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
17 part(i)%v(2) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
18 CASE (use_perd_xy)
19 part(i)%v(3) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
20 CASE (use_perd_xz)
21 part(i)%v(2) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
22 CASE (use_perd_yz)
23 part(i)%v(1) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
24 CASE (use_perd_none)
25 part(i)%v(1) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
26 part(i)%v(2) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
27 part(i)%v(3) = globenv%gaussian_rng_stream%next()/SQRT(mass)
28 END SELECT
29 END IF
30 END DO� �

โค้ดด้านบนคอืโค้ดของ CP2K ทีท่ำการกำหนด (Assign) ความเรว็ให้อะตอมแตล่ะตัวโดยใช้ Maxwell-
Boltzmann Distribution (เรยีกอกีช ือ่วา่ Maxwellian Distribution) ซึง่มเีบ ื้องหลังคอืถกู Derived มาจาก
Gaussian Distribution โดยทีม่กีารกำหนดคา่ Random สำหรับ Variance จาก 0 ไปถงึ 1� �
1 globenv%gaussian_rng_stream = rng_stream_type( &
2 name="Global Gaussian random numbers", &
3 distribution_type=GAUSSIAN, &
4 seed=initial_seed, &
5 extended_precision=.TRUE.)� �

การกำหนดความเรว็ของอะตอมแบบสุม่น้ันจะต้องมกีารกำหนด Seed สำหรับการ Random ด้วยโดยดไูด้
ตามโค้ดด้านบน� �
1 SUBROUTINE normalize_velocities(simpar, part, force_env, md_env, is_fixed)
2 TYPE(simpar_type), POINTER :: simpar
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3 TYPE(particle_type), DIMENSION(:), POINTER :: part
4 TYPE(force_env_type), POINTER :: force_env
5 TYPE(md_environment_type), POINTER :: md_env
6 INTEGER, DIMENSION(:), INTENT(INOUT) :: is_fixed
7
8 REAL(KIND=dp) :: ekin
9 REAL(KIND=dp), DIMENSION(3) :: rcom, vang, vcom

10 TYPE(cell_type), POINTER :: cell
11
12 NULLIFY (cell)
13
14 ! Subtract the vcom
15 CALL compute_vcom(part, is_fixed, vcom)
16 CALL subtract_vcom(part, is_fixed, vcom)
17 ! If requested and the system is not periodic, subtract the angular

velocity
18 CALL force_env_get(force_env, cell=cell)
19 IF (SUM(cell%perd(1:3)) == 0 .AND. simpar%angvel_zero) THEN
20 CALL compute_rcom(part, is_fixed, rcom)
21 CALL compute_vang(part, is_fixed, rcom, vang)
22 CALL subtract_vang(part, is_fixed, rcom, vang)
23 END IF
24 ! Rescale the velocities
25 IF (simpar%do_thermal_region) THEN
26 CALL rescale_vel_region(part, md_env, simpar)
27 ELSE
28 ekin = compute_ekin(part)
29 CALL rescale_vel(part, simpar, ekin)
30 END IF
31 END SUBROUTINE normalize_velocities� �
เม ือ่เรากำหนดหรอืคำนวณความเรว็ของอะตอมได้แล้ว เรามวีธิกีารปรับให้ความเรว็น้ันสอดคล้องกับอณุหภมู ิ
ของระบบทีเ่ราต้องการโดยดไูด้ตามโค้ดด้านบน (ดโูค้ดของโปรแกรม CP2K ในพารท์ทีเ่ปน็ MD Motion ได้ที่
https://github.com/cp2k/cp2k/tree/master/src/motion)

สรปุ ถ้าหากเราอยากจะแก้ปญัหาเร ือ่งการไมเ่ทา่กันของความเรว็ เราสามารถทำได้ 2 วธิ ี (จรงิ ๆ มวีธิ ี
อ ืน่อกี) คอื

1. รัน MD Simulation กอ่น 1 คร้ัง แล้วนำความเรว็สดุท้ายทีไ่ด้มาใช้เปน็ความเรว็เร ิม่ต้นสำหรับการทำ
Benchmark

2. กำหนด Seed ในการส ุม่ของการสร้าง Uniformly Distributed Random Number เพือ่ท ีว่า่เราจะ
ได้ Gaussian Distribution ทีเ่หมอืนกันทกุประการ และได้ Maxwellian Velocity ทีเ่หมอืนกันด้วย

ถ้าหากผ ู้อา่นอยากศกึษาเพิม่เตมิ ผมแนะนำหนังสอืทีน่า่สนใจตามนี้ครับ

• Understanding Molecular Simulation. Berend Smit & Daan Frenkel
• Computer Simulation of Liquids. Michael P. Allen & Dominic J. Tildesley หรอือา่นวกิพิ ี

https://github.com/cp2k/cp2k/tree/master/src/motion
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เดยีท ี่ https://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell%E2%80%93Boltzmann_distribution#Distr
ibution_for_the_velocity_vector

5.7 เทคนคิการเขยีนโปรแกรม Ab Initio Molecular Dynamics

5.7.1 การทำซ้ำผลการคำนวณ

ถ้าผมอยากจะทำซ้ำ (Reproduce) ผลการคำนวณของ Molecular Dynamics (MD) ให้ได้เหมอืนเดมิ
แบบเปะ๊ ๆ สามารถทำได้แตว่า่ทำได้ยากมาก เหตผุลกค็อืมพีารามเิตอร์ (Parameter) หรอืปจัจัย (Factor)
ตา่ง ๆ มากมายทีเ่ราจะต้องพจิารณาแล้วกค็วบคมุให้เหมอืนกันและเทา่กันเสมอ ในหัวข้อนี้ผ ู้อา่นจะได้ศกึษา
ปจัจัยตา่ง ๆ ทีส่ง่ผลตอ่ความคลาดเคลือ่นของการคำนวณ MD แบบครา่ว ๆ กันครับ

Molecular Dynamics คอืการจำลองทางคอมพวิเตอรข์องระบบโมเลกลุเพือ่ศกึษาพฤตกิรรมเชงิจลนศาสตร์
ของโมเลกลุ ถ้าหากวา่เรามี Trajectory ของการคำนวณระบบโมเลกลุน้ำด้วยวธิ ี ab initio Molecular Dy-
namics1 แล้วเราต้องการที่จะ Reproduce หรอืทำซ้ำผลการคำนวณเพือ่ให้ได้ Trajectory ที่เหมอืนกัน
แบบ 100 % (Configuration ของโมเลกลุทกุ ๆ Configuration เหมอืนกันหมด ละแตล่ะ Configuration มี
พกัิดของอะตอมหรอื Coordinates ทีเ่หมอืนกัน) กส็ามารถทำได้ แตท่ำได้ยากมาก เหตผุลกเ็พราะวา่ในการ
คำนวณ MD น้ัน มันมี Error หรอื Noise (ความคลาดเคลือ่นหรอืส ิง่รบกวน) ทีเ่กดิขึ้นน้ันมาจากท้ังฮารด์แวร์
(Hardware) ซึง่กค็อืเคร ือ่งคอมพวิเตอรท์ ีเ่ราใช้ในการรัน MD และซอฟตแ์วร์ (Software) หรอืโปรแกรม MD
ทีเ่ราใช้ ดังน้ันถ้าหากวา่เราสามารถควบคมุพารามเิตอรต์า่ง ๆ เหลา่นี้ ได้ เรากจ็ะสามารถเขยีนโปรแกรม MD
ทีส่ามารถนำมาใช้ในการรันการคำนวณทีใ่ห้ผลเหมอืนกันได้ทกุคร้ัง

สมมตวิา่ผมมเีพือ่นทีท่ำงานวจัิยโดยใช้วธิ ี MD ในการคำนวณโมเลกลุอะไรกไ็ด้สักโมเลกลุนงึ แล้วถ้า
หากวา่ผมอยากทีจ่ะเขยีนโปรแกรม MD แล้วกรั็นเพือ่ให้ได้ผลการคำนวณออกมาเหมอืนกันเปะ๊ ๆ สิง่ท ีผ่ม
ต้องจะต้องนกึถงึมดัีงตอ่ไปนี้

1. กำหนดตัวแปรโดยใช้ Fixed Point Number (ห้ามใช้ Floating Point) (เพราะวา่มคีวาม Determin-
istic)

2. ต้องไมใ่ช้ Thermostat หรอื Barostat เลย
3. รันโค้ดด้วย CPU แค่ 1 Core เทา่น้ัน (ถ้าอยากจะรันด้วย Multi-CPU Cores กต้็องกำหนด Processor

Affinity)
4. Seed สำหรับ PRNG จะต้องเทา่กันเสมอ
5. ใช้ Compiler ตัวเดยีวกันและเวอรชั์น่เดยีวกันในการคอมไพลโ์ค้ด
6. ใช้ Operating System ทีเ่หมอืนกัน

• ใช้ Library เหมอืนกัน
1https://www.youtube.com/watch?v=BeUCOsGC_eM

https://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell%E2%80%93Boltzmann_distribution#Distribution_for_the_velocity_vector
https://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell%E2%80%93Boltzmann_distribution#Distribution_for_the_velocity_vector
https://www.youtube.com/watch?v=BeUCOsGC_eM
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• ใช้ Kernel เดยีวกัน
• ใช้ Bit เหมอืนกัน (32 หรอื 64 bit)

7. ใช้โมเดล CPU เดยีวกัน แม้แตผ่ ู้ผลติกต้็องเปน็คา่ยเดยีวกัน

5.8 การเขยีนโปรแกรมเคมคีวอนตัมบน GPU

5.8.1 GPU เข้ามามบีทบาทตอ่เคมคีวอนตัมได้อยา่งไร

เปน็ระยะเวลามากกวา่ 10 ปแีล้วที่ Graphical Processor Units (GPUs) น้ันเข้ามามบีทบาทในชวีติ
ประจำวันของเรา โดยเฉพาะในวงการไอที เทคโนโลยี เกมส์ กราฟฟคิ รวมไปถงึวทิยาศาสตร์ด้วย โดย GPU
น้ันเปน็หนึง่ในผลผลติจากการพัฒนาอปุกรณ์คอมพวิเตอร์เพ ือ่นำมาชว่ยในการประมวลผลด้านกราฟฟคิโดย
เฉพาะการนำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืในการเพิม่ความเรว็ในการสร้างและประมวลข้อมลูทีเ่ปน็รปูภาพในปรมิาณ
มาก ๆ ตัวอยา่งเชน่ มกีารนำ GPU จากคา่ย NVIDIA ซึง่กค็อื NVIDIA DGX A100 มาใช้งานรว่มกับ CPU จาก
คา่ย AMD นัน่กค็อื AMD Rome 7742 CPU โดยใช้ GPU A100 ท้ังหมด 8 อันและใช้ CPU ท้ังหมด 2 อัน ซึง่
ทำให้สามารถประมวลผลแบบ Double Precision ได้โดยมี FLOP Rate อย ูท่ ี่ 78 TFLOPS

ในวงการวจัิยเคมคีวอนตัมน้ันกม็กีารนำ GPU เข้ามาเพือ่ชว่ยในการเพิม่ความเรว็ในการคำนวณทางค
วอนตัม เราสามารถใช้ GPU ในการคำนวณ Semi-Empirical, Hartree-Fock (HF), Density Functional
Theory (DFT), Post-HF, Energy Gradient Calculations เปน็ต้น ถ้าหากวา่เราไลด่ตูามไทม์ไลน์ของการ
พัฒนาวธิกีารทางโครงสร้างเชงิอเิลก็โทรนกิส์เพ ือ่ให้สามารถไปรันได้บน GPU น้ัน บทความงานวจัิยแรกสดุ
เลยทีม่กีารศกึษาการคำนวณ Electron Repulsion Integral สำหรับออร์บทัิล s กับออร์บทัิล p น้ันคอืเม ือ่
ป ี2008 โดย Koji Yasuda ซึง่ได้เสนออัลกอรทิมึสำหรับการคำนวณ Coulomb Integral สำหรับการคำนวณ
ab initio DFT บน NVIDIA GeForce 8800 GTX โดยใช้โปรแกรม Gaussian 03 และโมเลกลุทีใ่ช้ในการ
ทดสอบกค็อื Taxol กับ Valinomycin31 แล้วหลังจากน้ันกม็งีานวจัิยทีพั่ฒนาตอ่ยอดทีเ่ก ีย่วกับการ GPU ตาม
มาอกีเยอะมาก32 สำหรับลำดับเหตกุารณใ์นงานวจัิยทีน่ำ GPU เข้ามาใช้น้ันมดัีงนี้

• Yasuda เสนออัลกอรทิมึสำหรับการคำนวณ ERI สำหรับออรบ์ทัิล s และ p31

• Yasuda และ Maruoka เสนอวธิคีำนวณ ERI สำหรับ Angular Moment Basis Function แบบอันดับ
สงู (High-Order)33

• Ufimtsev และ Martínez ได้ศกึษาวธิที ีแ่ตกตา่งกัน 3 วธิที ีช่ว่ยในการจับค ู่ (Mapping) Integrals ให้
เข้ากันกับ GPU Threads34 ในการคำนวณ Direct Self-Consistent Field (Direct SCF)35

• Titov และทมีวจัิย ใช้ระบบการคำนวณคอมพวิเตอร์แบบพชีคณติ (Computer Algebra System)
ในการสร้าง Kernels สำหรับการคำนวณ ERI ทีร่วมออรบ์ทัิล d เข้าไปได้ด้วย36

• Leuhr และทมีวจัิย ได้เสนอ Dynamic Precision Scheme ในการปรับและควบคมุคา่ความถกูต้อง
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ในการประมวลผลแบบ Single Precision Operation ของ GPU37

• Johnson และทมีวจัิย ได้ทำการ Implement การคำนวณ ERI แบบท้ัง Multi-Node และ Multi-
GPU ซึง่ทำให้สามารถคำนวณ Integral ได้บน GPU หลาย ๆ ตัวหรอืบน Compute Node หลาย ๆ
เคร ือ่ง38

• Asadchev และทมีวจัิย ได้ Implement Uncontracted Rys Quadrature Algorithm สำหรับการ
คำนวณ ERI บน GPU ซึง่สามารถรวมออรบ์ทัิล g เข้าไปได้ด้วย39

• Asadchev และ Gordon ได้เสนอวธิ ีสำหรับการคำนวณ HF ด้วย CPU และ GPU แบบ Hybrid
Multi-Thread40

• Barca และทมีวจัิย ได้ออกแบบอัลกอรทิมึแบบใหมส่ำหรับการสร้าง Fock Matrix บน GPU41 และ
ปรับปรงุการเพิม่ประสทิธภิาพในการ Digestion ของ ERI42

• Kussmann และ Ochsenfeld พัฒนาอัลกอรทิมึสำหรับการคำนวณ Linear-Scaling Matrix Evalu-
ation โดยการใช้เทคนคิ Schwarz Integral Estimates43

• Miao และ Merz ได้พัฒนาวธิที ีส่ามารถเพิม่ความเรว็ในการคำนวณ ERI ซึง่รวมออร์บทัิล s, p, d44

และ g เข้าไปได้ด้วยโดยใช้เทคนคิ Recursive Relation45

• Rák และ Cserey พัฒนาอัลกอรทิมึ BRUSH สำหรับคำนวณ ERI บน GPU46

• Tornai และทมีวจัิย ปรับปรงุอัลกอรทิมึ BRUSH โดยทดสอบกับ Compilers เพือ่ให้สามารถคำนวณ
ERI ทีร่วมออรบ์ทัิล g เข้าไปได้47

• Fernandes และทมีวจัิย ได้พัฒนาไลบราร ี่ Quantum Supercharge48

• Tian และทมีวจัิย ได้ทำการปรับปรงุการคำนวณ ERI บน GPU49

ยิง่ ไปกวา่ น้ัน ในชว่งเดอืนพฤษภาคมของป ี ค.ศ. 2022 ทางสถาบันวจัิย Oak Ridge Leadership
Computing Facility ในรัฐ Tennessee ประเทศสหรัฐอเมรกิากไ็ด้เปดิตัวซปุเปอรค์อมพวิเตอรส์มรรถนะสงู
ทีช่ ือ่ Frontier1 ซึง่เปน็ซปุเปอร์คอมพวิเตอร์ท ีเ่รว็ท ีส่ดุในโลกและมคีวามเรว็ในระดับ Exascale เคร ือ่งแรก
ของโลก โดยมี Speed สงูสดุคอื 1.194 exaFLOPS (Rmax) และ 1.67982 exaFLOPS (Rpeak) โดย Rmax
คอืความเรว็สงูสดุทีวั่ดได้และ Rpeak คอืความเรว็สงูสดุทีเ่ปน็ไปได้ทางทฤษฎ2ี

1มชี ือ่เตม็คอื Hewlett Packard Enterprise Frontier หรอื OLCF-5
2ข้อมลูจากเวบ็ไซต์ https://www.top500.org/lists/top500/2023/06/

https://www.top500.org/lists/top500/2023/06/
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5.8.2 อัลกอรทิมึสำหรับการคำนวณ Self-Consisten Field แบบผสมบน CPU และ
GPU

ในหัวข้อนี้ผ ู้อา่นจะได้ศกึษาความก้าวหน้าเก ีย่วกับงานวจัิยทีพั่ฒนาวธิใีนการคำนวณ Self-Consistent
Field (SCF) เพือ่ให้สามารถรันได้บนท้ัง CPU และ GPU แบบพร้อม ๆ กัน ซึง่ชว่ยลดระยะเวลาในการคำนวณ
ของวธิ ี HF ไปได้เยอะมาก ๆ ซึง่การทีเ่ราสามารถคำนวณ HF ได้เรว็ขนาดน้ัน กท็ำให้การคำนวณวธิอี ืน่ ๆ ที่
ใช้ HF เปน็ Single Reference น้ันเรว็ขึ้นตามไปด้วย เชน่ วธิ ี Post-HF ตา่ง ๆ

เร ิม่ต้นเลยต้องเข้าใจกอ่นวา่ในการคำนวณทางเคมคีวอนตัมทีต้่องมกีารใช้วธิ ี HF เพือ่มาสร้าง Single
Wavefunction Reference น้ันจะมสีว่นทีส่ ิ้นเปลอืงการคำนวณมากทีส่ดุอย ูด้่วยกัน 2 สว่น นัน่คอื

1. การคำนวณอนิทกิรัลของการผลักระหวา่งอเิลก็ตรอน (Electron Repulsion Integral หรอื ERI)

2. การสร้าง Fock Matrix ขึ้นมาจาก ERI และ Density Matrix

ในการคำนวณ HF น้ัน เร ิม่ต้นเราจะต้องสร้าง Fock Matrix ขึ้นมากอ่น ซึง่เมทรกิซอั์นนี้เปน็แบบ 2 มติ ิ
จำนวนสมาชกิของเมทรกิซเ์ทา่กับจำนวน Basis Functions คณูกัน โดย Fock Matrix คำนวณได้จากการนำ
Hamiltonian Matrix มารวมกันกับ Density Matrix คณูกับ ERI โดยสมการของการสร้าง Fock Matrix
(Fµv) มดัีงนี้

Fµν = Hµν +
∑
λσ

Dλσ

[
(µν | λσ)− 1

2
(µλ | νσ)

]
(5.8.1)

โดยที่Hµv และ Dµv น้ันคอืสมาชกิของ Core Hamiltonian Matrix และ Density Matrix ตามลำดับ แล้ว
ก ็ (µv | λσ) น้ันคอื Notation ทีเ่ราใช้เพ ือ่แทนอนิทกิรัล ERI ซึง่มสีมการดังตอ่ไป

(µν | λσ) =
∫∫

φµ (r1)φν (r1)
1

r12
φλ (r2)φσ (r2) dr1 dr2 (5.8.2)

โดยเราใช้เบสสิเซททีเ่ปน็แบบ Contracted Gaussian Basis Functions φ(r) ซึง่มเีลขดัชนี µ, v, λ, และ
σ ทีแ่สดงคอื Basis Function แตล่ะอัน โดยทัว่ไปแล้ว ในบรบิทของการคำนวณ ERI น้ันเราสามารถมองหรอื
ตคีวาม (µv | and | λσ) วา่เปน็ bra กับ ket กไ็ด้

สำหรับ Gaussian Basis Function น้ันเรามสีมการดังตอ่ไปนี้

φ(r) =
K∑
k=1

Ckϕk (a, r,A, αk) (5.8.3)

และ
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ϕk (a, r,A, αk) =Nk (x− Ax)
ax (y − Ay)

ay (z − Az)
az

× exp
(
−αk|r −A|2

) (5.8.4)

ซึง่สมการด้านบนน้ันจรงิ ๆ แล้วกเ็ปน็แคก่ารเขยีนให้ Contracted Gaussian Functions φ(r) น้ันอย ูใ่น
รปูของผลรวมเชงิเส้นของ Primitive Gaussian Functions ϕk (a, r,A , และ αk) นัน่เอง ซึง่ Primitive
Gaussian Functions ท้ังหมดน้ันจะถกูกำหนดให้มตีำแหนง่จดุศนูยก์ลางอย ูบ่นอะตอมที่A = (Ax, Ay, Az)
พร้อมกับมเีลข Orbital Exponentαk และโมเมนตัมเชงิมมุ (Angular Momentum) คอืa = (ax, ay, az)

สว่น K กับ Ck น้ันจะเปน็ตัวทีบ่ง่บอกถงึอันดับและสัมประสทิธ ิ์ของการ Contraction สว่นเลข Angular
Momentum ของ Basis Function φ(r) น้ันมนียิามคอื Ia = ax + ay + az

ในสว่นของ Contracted ERI น้ันสามารถเขยีนได้งา่ยกวา่นี้โดยการใช้ Summation โดยลปูตามจำนวน
ของ Primitive Gaussian Functions ซึง่เราสามารถ Represented แทนได้ด้วย Notation งา่ย ๆ คอื [ab |
cd]

(µν | λσ) =
Ka∑
i=1

Kb∑
j=1

Kc∑
k=1

Kd∑
l=1

CaiCbjCckCdl[ab | cd] (5.8.5)

และ

[ab | cd] =
∫∫

ϕa (r1)ϕb (r1)
1

r12
ϕc (r2)ϕd (r2) dr1 dr2 (5.8.6)

เน ือ่งจากวา่การคำนวณ Direct SCF น้ันจะเก ีย่วข้องกับการคำนวณระหวา่ง Basis Functions หลาย
พัน Functions จงึทำให้การคำนวณ ERI น้ันเปน็สว่นทีก่นิเวลานานทีส่ดุของกระบวนนานท้ังหมด

เนือ่งจากวา่ ERI น้ันเปน็อนิทกิรัล เราจงึสามารถใช้คณุสมบัตคิวามสมมาตรเชงิการสลับทีข่องอนิทกิรัล
เพือ่ชว่ยลดความสิ้นเปลอืงในการคำนวณได้สำหรับการคำนวณแบบขนานบน CPU ดังนี้

(µν | λσ) = (µν | σλ) = (νµ | λσ) = (νµ | σλ)
= (λσ | µν) = (σλ | µν) = (λσ | νµ) = (σλ | νµ)

(5.8.7)

ซึง่คณุสมบัตดัิงกลา่วนี้มชี ือ่เรยีกวา่ Eight-Fold Integral Permutational Symmetry ซึง่จะทำให้เรามี Fock
Matrix ทีแ่ตกตา่งกันท้ังหมด 6 อัน ดังนี้
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Fµν = Fµν + 4Dλσ(µν | λσ)
Fλσ = Fλσ + 4Dµν(µν | λσ)
Fµλ = Fµλ −Dνσ(µν | λσ)
Fνσ = Fνσ −Dµλ(µν | λσ)
Fµσ = Fµσ −Dνλ(µν | λσ)
Fνλ = Fνλ −Dµσ(µν | λσ)

(5.8.8)

ถงึแม้วา่ในปจัจบัุนเราจะสามารถใช้เทคนคิ Eight-Fold Symmetry มาชว่ยในการคำนวณ Fock Ma-
trix บน GPU ได้แล้ว แตว่า่เรามปีญัหา 2 อยา่งทียั่งต้องแก้ให้ได้คอื

1. ยังม ี Conflict ที่เกดิขึ้นระหวา่งการ Memory Access อย ู่ใน ข้ันตอนที่เราต้องทำการรวม Fock
Matrix

2. เราไมส่ามารถเข้าถงึ Global Memory เราในขณะทีเ่รากำลังเชยีนหรอือา่นตัว Density Matrix กับ
Fock Matrix ทีอ่ย ูใ่น Storage เดยีวกัน

สำหรับปญัหาอันแรกทีเ่ก ีย่วกับ Memory Access น้ัน ได้มงีานวจัิยของ Ufimtsev และ Martínez
ทีเ่สนอให้คำนวณ Coulomb Matrix กับ Exchange Matrix แบบแยกกันบน GPU โดยการปอ้งกันปญัหา
Memory Access ในการคำนวณ Coulomb Matrix น้ัน เราสามารถใช้ Thread Block แตล่ะอันเพือ่คำนวณ
Single Element ของ Primitive Coulomb Matrix ได้ นอกจากนี้ แล้วเราจะไมใ่ช้ Integral Symmetry
ที่เกดิระหวา่ง bra กับ ket แต ่วา่ เราจะใช้ เฉพาะ Symmetry ภายใน bra หรอื ket แยกกันเทา่น้ัน ซึง่
ทำให้เกดิการลดรปูจาก Eight-Fold Integral Symmetry เหลอืเปน็ Four-Fold Integral Symmetry ใน
การคำนวณ Coulomb Matrix สว่นการคำนวณ Exchange Matrix น้ันกท็ำคล้าย ๆ กัน แตว่า่เราจะใช้
Two-Fold Symmetry ระหวา่ง bra กับ ket แทนเพือ่ปอ้งกันปญัหาการสือ่สารระหวา่ง Block (Inter-Block
Communication)

ทีก่ลา่วมาด้านบนน้ันเปน็ Algorithm ทีเ่ราสามารถ Implement ลงไปบน CPU ได้โดยการแบง่ Task
ออกเปน็ Batch ยอ่ย ๆ คราวนี้ เราลองมาด ู Algorithm สำหรับกรณขีอง GPU ซึง่จะแบง่ Task ออกเปน็
ตามจำนวน Kernel แทน ตัวอยา่งเชน่ การคำนวณ Integrals (sp | sd) บน CPU น้ันจะสอดคล้องกับ
การคำนวณ Coulomb Integral (sp | sd) และ (sd | sp) แล้วกส็อดคล้องกับการคำนวณ Exchange
Integrals (sp | sd), (sp | ds), (ps | sd) และ (ps | ds) บน GPU

สำหรับข้อดขีองการใช้ Hybrid Algorithm กค็อื

1. เราสามารถแบง่ Tasks เพือ่ให้ไปคำนวณบน CPU กับ GPU แบบแยกกันได้ซึง่ทำให้การจัดการ Tasks
น้ันมปีระสทิธภิาพมากขึ้น

2. การคำนวณ ERI ทีเ่กดิขึ้นบน CPU กับ GPU น้ันแยกกันอยา่งส ิ้นเชงิ ทำให้ไมม่ปีญัหาจากการ Com-
munication ทำให้ Operation น้ันเปน็แบบ Asynchronous แบบสมบรูณแ์บบ
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3. วธิกีารนี้สามารถนำไปใช้ในการคำนวณ ERI ได้สำหรับ Angular Momentum ทกุอัน

5.9 การวัดประสทิธภิาพ(ซปุเปอร)์คอมพวิเตอร์

ผู้ อา่นเคยสงสัยกันไหมครับวา่เราวัดประสทิธภิาพการคำนวณของคอมพวิเตอร์กันยังไง จรงิ ๆ แล้ว
ไม ่จำเปน็ต้องเปน็คอมพวิเตอร์ท ี่เราใช้ทำงานกันเทา่น้ัน แต ่ขอแค ่เปน็อปุกรณ์อเิลก็ทรอนกิส์อะไรกไ็ด้ท ี่ใช้
Processor ในการประมวลผล เชน่ โทรศัพทห์รอืแลป็ทอ็ปของเรา ซึง่การวัดประสทิธภิาพหรอื Performance
ของคอมพวิเตอร์หรอืคลัสเตอร์ของเราน้ันต้องวัดออกมาเปน็ตัวเลขเพือ่ท ีเ่ราจะสามารถนำตัวเลขมาเปรยีบ
เทยีบประสทิธภิาพหรอื “ความแรง” ของคอมพวิเตอร์ได้ โดยสิง่ท ี่เรา วัดออกมาน้ันจะใช้คา่ เทยีบเคยีงที่
เปน็การดำเนนิการจดุทศนยิมตอ่หนึง่หนว่ยวนิาทหีรอื Floating Point Operations Per Second (FLOPS)
ซึง่คา่ FLOPS นี้เปน็การวัดประสทิธภิาพมาตรฐานทีใ่ช้โดยรายการซเูปอรค์อมพวิเตอร์ TOP5001 โดยเปน็เวน็
ไซต์จัดอันดับซปุเปอร์คอมพวิเตอร์ตามการดำเนนิการ 64 บติ (รปูแบบจดุทศนยิมแบบ Double-Precision)
ตอ่วนิาทีโดยใช้ Library ที่ช ือ่วา่ HPL (High Performance LINPACK) ซึง่ พัฒนาโดยกลุม่วจัิยของ Jack
Dongarra ซึง่ดำรงตำแหนง่ศาสตราจารยท์ ี่ University of Tennessee, Knoxville โดยในแตล่ะป ี TOP500
จะทำการจัดอันดับท้ังหมด 2 คร้ัง

สำหรับคา่ FLOPS กม็กีารแบง่ตามเลข Prefix ทีม่คีวามตา่งยกกำลังระดับ 1000 เทา่ ตัวอยา่งเชน่

• GigaFLOPS = 109 Operations Per Second

• TeraFLOPS = 1012 Operations Per Second

• PetaFLOPS = 1015 Operations Per Second

• ExaFLOPS = 1018 Operations Per Second

โดยคา่ FLOPS สามารถคำนวณได้โดยใช้สมการตอ่ไปนี้ (สำหรับคา่ GigaFLOPS)

Performance in GFlops = A× B × C ×D (5.9.1)

โดยตัวแปรแตล่ะตัวคอื

• A = CPU Speed in GHz หรอืความเรว็ของ CPU ในหนว่ย GHz
• B = Number of CPU Cores หรอืจำนวน CPU cores
• C = CPU Instruction Per Cycle หรอืคา่ Instruction ของ CPU ตอ่รอบ
• D = Number of CPUs Per Node หรอืจำนวน CPU ตอ่หนึง่หนว่ยประมวลผล

1https://www.top500.org

https://www.top500.org
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ตัวอยา่งด้านลา่งคอืการใช้ HPL ในการคำนวณคา่ GFlops ของคอมพวิเตอร์ของผ ู้ เขยีนที่ใช้หนว่ย
ประมวลผล Intel Xeon โดยเคร ือ่งคอมพวิเตอรท์ ีใ่ช้ในการทดสอบคร้ังนี้ม ี Specfification ตามนี้� �
1 Architecture: x86_64
2 CPU op-mode(s): 32-bit, 64-bit
3 Byte Order: Little Endian
4 CPU(s): 24
5 On-line CPU(s) list: 0-23
6 Thread(s) per core: 2
7 Core(s) per socket: 6
8 Socket(s): 2
9 NUMA node(s): 2

10 Vendor ID: GenuineIntel
11 CPU family: 6
12 Model: 63
13 Stepping: 2
14 CPU MHz: 2400.221
15 BogoMIPS: 4799.29
16 Virtualization: VT-x
17 L1d cache: 32K
18 L1i cache: 32K
19 L2 cache: 256K
20 L3 cache: 15360K
21 NUMA node0 CPU(s): 0,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22
22 NUMA node1 CPU(s): 1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23� �
โดยหนว่ยประมวล (computing node) เคร ือ่งน ี้ม ี 24 CPUs และมหีนว่ยความจำ 32 GB

โดยผมสามารถวัดประสทิธภิาพของคอมพวิเตอร์เคร ือ่งน ี้ ได้โดยการวัดคา่ FLOPS โดยใช้ไลบราร ี่ HPL
โดยด้านลา่งแสดงตัวอยา่งผลลัพธ์ (Output) ท ีไ่ด้1� �
1 CPU frequency: 3.199 GHz
2 Number of CPUs: 2
3 Number of cores: 12
4 Number of threads: 12
5 Parameters are set to:
6 Number of tests: 15
7 Number of equations to solve (problem size) : 1000 2000 5000 10000 15000

18000 20000 22000 25000 26000 27000 30000 35000 40000 45000
8 Leading dimension of array : 1000 2000 5008 10000 15000

18008 20016 22008 25000 26000 27000 30000 35000 40000 45000
9 Number of trials to run : 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 1 1 1 1 1
10 Data alignment value (in Kbytes) : 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4 1 1 1 1
11
12 Maximum memory requested that can be used=16200901024, at the size=45000
13

1ผมได้ละข้ันตอนการใช้งาน HPL และการคำนวณแบบละเอยีดไป ถ้าหากผ ู้อา่นมคีำถามกส็ามารถตดิตอ่ผมได้ครับ
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14 =================== Timing linear equation system solver ===================
15 Size LDA Align. Time(s) GFlops Residual Residual(norm) Check
16 1000 1000 4 0.024 27.2993 9.394430e-13 3.203742e-02 pass
17 1000 1000 4 0.006 107.6577 9.394430e-13 3.203742e-02 pass…
18
19 content skipped…
20
21 35000 35000 1 99.141 288.3358 1.275258e-09 3.701880e-02 pass
22 40000 40000 1 146.370 291.5210 1.516881e-09 3.373595e-02 pass
23 45000 45000 1 213.964 283.9451 2.008430e-09 3.533621e-02 pass
24
25 Performance Summary (GFlops)
26 Size LDA Align. Average Maximal
27 1000 1000 4 86.9113 107.6577…
28
29 content skipped…
30
31 40000 40000 1 291.5210 291.5210
32 45000 45000 1 283.9451 283.9451� �

จาก Output ของ HPL ด้านบนบอกอะไรเราบ้าง จรงิ ๆ กบ็อกหลายอยา่ง แตอ่ยากผมให้ดใูนสว่น
ท้ายสดุทีม่กีารบอกคา่ GigaFLOPS ของเคร ือ่ง Intel Xeon Node ของผมวา่มปีระสทิธภิาพอยูท่ ี่ 283.945
GFlop/s สรปุงา่ย ๆ คอืย ิง่มคีา่ FLOPS เยอะยิง่ด ี

5.10 ศกึษาเพิม่เตมิเก ีย่วกับการคำนวณแบบขนาน

เวบ็ไซตแ์ละหนังสอืทีผ่มแนะนำให้ผ ู้ท ีส่นใจศกึษาเพิม่เตมิ

1. Introduction to Parallel Computing Tutorial https://hpc.llnl.gov/documentation/tutor
ials/introduction-parallel-computing-tutorial

2. C++ Concurrency in Action: Practical Multithreading. Anthony Williams (2012)
3. The Art of Multiprocessor Programming. Maurice Herlihy (2012)
4. Parallel Computing: Theory and Practice. Umut A. Acar (2016)

ไลบราร ีส่ำหรับการประมวลผลแบบขนาน

1. CAF: An Open Source Implementation of the Actor Model in C++
2. CGraph: A cross-platform DAG framework based on C++17
3. Chapel: A Programming Language for Productive Parallel Computing on Large-scale

Systems
4. Charm++: A Parallel Programming Framework

https://hpc.llnl.gov/documentation/tutorials/introduction-parallel-computing-tutorial
https://hpc.llnl.gov/documentation/tutorials/introduction-parallel-computing-tutorial
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5. Cilk Plus: C/C++ Extension for Data and Task Parallelism
6. Taskflow: A Modern C++ Parallel Task Programming Library
7. FastFlow: High-performance Parallel Patterns in C++
8. Galois: A C++ Library to Ease Parallel Programming with Irregular Parallelism
9. Heteroflow: Concurrent CPU-GPU Task Programming using Modern C++

10. HPX: A C++ Standard Library for Concurrency and Parallelism
11. Intel TBB: Threading Building Blocks
12. Kokkos: A C++ Programming Model for Writing Performance Portable Applications on

HPC platforms
13. MPICH: High-Performance Portable MPI
14. MPL: A message passing library
15. OmpSs: A task based programming model
16. OpenMP: Multi-platform Shared-memory Parallel Programming in C/C++ and Fortran
17. OpenMPI: A High Performance Message Passing Library
18. RaftLib: A C++ Library for Enabling Stream and Dataflow Parallel Computation
19. STAPL: Standard Template Adaptive Parallel Programming Library in C++
20. STLab: High-level Constructs for Implementing Multicore Algorithms with Minimized

Contention
21. Transwarp: A Header-only C++ Library for Task Concurrency
22. UPC++: A C++ library that supports Partitioned Global Address Space (PGAS) program-

ming
23. Workflow: C++ Parallel Computing and Asynchronous Networking Engine

5.11 แบบฝกึหัด

1. เขยีนโปรแกรมคำนวณพลังงานของโมเลกลุ 5 โมเลกลุ (โมเลกลุอะไรกไ็ด้) ท ี่สามารถทำงานได้บน
Cluster Computer (ประมวลผลแบบขนานหรอื Parallel Calculation)

2. เขยีนโปรแกรม Hartree-Fock ทีส่ามารถทำงานได้แบบขนาน(Parallel) ด้วยวธิ ี OpenMP

3. (เสรมิ) เขยีนโปรแกรม Hartree-Fock ทีส่ามารถทำงานได้แบบขนาน(Parallel) ด้วยวธิ ี MPI
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เทคนคิทางโครงสร้างเชงิอเิลก็ทรอนกิส์

1 Static Correlation กับ Dynamic Correlation

การทีเ่ราจะเรยีนกลศาสตร์ควอนตัมให้เข้าใจและไปคยุกับคนอืน่ร ู้ เร ือ่งได้น้ัน เราจะต้องร ู้ความหมาย
หรอืนยิามของคำศัพท์ทางเทคนคิ (Technical Terms) กันกอ่น สมมตวิา่มคีนสองคนกำลังพดูถงึส ิง่เดยีวกัน
แตต่คีวามสิง่น้ันกันคนละความหมายกจ็บขา่วใชไ่หมครับ ดังน้ันการเข้าใจ Terminology ในทางกลศาสตร์ค
วอนตัม (เคมเีชงิฟสิกิส)์ โดยเฉพาะ Electronic Structure น้ันจงึสำคัญมาก ๆ

ทำไมคำสองคำนี้จงึสำคัญ? จรงิ ๆ แล้วทฤษฎพีเิศษทางเคมคีวอนตัมน้ันมักจะเก ีย่วข้องกับ Correla-
tion ของอเิลก็ตรอน เชน่ Density Matrix Functional Theory (DMFT) ซึง่ผมคดิวา่เปน็ทฤษฎที ีก่ำลังจะเข้า
มาเปลีย่นวงการเคมคีวอนตัมเลยเพราะมันแก้ปญัหาหลาย ๆ อยา่งของ Density Functional Theory (DFT)
ได้ ดังน้ันในการทำความเข้าใจทฤษฎเีหลา่น้ัน เรากค็วรทีจ่ะต้องเข้าใจความหมายของคำวา่ Correlation กัน
กอ่น

ผมขอเร ิม่ท ีค่ำวา่ Correlation กอ่น ถ้าแปลเปน็ภาษาไทยเราจะเรยีกวา่ “สหสัมพันธ”์ ซึง่ สห คอื
“พร้อม ๆ กัน” สว่น “สัมพันธ”์ กค็อื “ความสัมพันธเ์ก ีย่วเน ือ่งกัน” แล้วอะไรละ่ทีมั่นเก ีย่วเน ือ่งเช ือ่มโยงกัน?
คำตอบกค็อื อิเล็กตรอน เพราะในทางกลศาสตร์ควอนตัมทีเ่น้นทางด้านเคมน้ัีนเราตดิปญัหาอย ูอ่ยา่งเดยีว
คอืการทีจ่ะอธบิายระบบทีม่อีเิลก็ตรอนหลายตัวน้ันมันทำได้ยาก (มบีทพสิจูน์ออกมาแล้ววา่ทำไมไมไ่ด้เลย
ในกรณที ีเ่รายังใช้ทฤษฎี Schrödinger อย ู)่ ซึง่นยิามทางคณคิศาสตร์ของ Correlation กค็อืความนา่จะเปน็
(Probability) ของการทีเ่ราจะเจออเิลก็ตรอนตัวที่ 1 ท ีต่ำแหนง่ a กับอเิลก็ตรอนตัวที่ 2 ท ีต่ำแหนง่ b ซึง่เรา
ควรทีจ่ะสามารถคำนวณหา Probability ของสถานการณ์น ี้ ได้อยา่งงา่ย ๆ โดยการนำ Probability ของการ
พบอเิลก็ตรอนท้ังสองตัวนี้มาคณูกัน แตว่า่จรงิ ๆ แล้วมันไมไ่ด้งา่ยขนาดน้ัน

แนวคดิของคำวา่ Correlation กค็อือันตรกริยิา (Interaction) ระหวา่งอเิลก็ตรอน ซึง่ต้องเปน็แรงผลัก
แบบเกดิขึ้น ณ ขณะใดขณะหนึง่แบบทันที (Instantaneous) ด้วย โดยเราเรยีกแรงผลักชนดินี้วา่ “Dynamic
Correlation” นัน่เอง ซึง่การนยิามคำนี้ น้ันเร ิม่ต้นมาจากการศกึษาการสลายหรอืแตกออกของพันธะเคมใีน

242
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โมเลกลุ (Bond Dissociation) ถ้าเราคอ่ย ๆ ดงึอะตอม 2 อะตอมทีม่พัีนธะเคมกัีนอย ูใ่ห้หา่งออกจากกัน เรา
จะพบวา่อเิลก็ตรอนกจ็ะอย ูห่า่งกันมากขึ้น ทำให้แรงผลักลดลง จงึทำให้พลังงานสหสัมพันธห์รอื Correlation
Energy ลดลงตามไปด้วย แล้วทีเ่ราใช้คำวา่ Dynamic เพราะมันคอืผลทีเ่กดิจากการเคลือ่นทีข่องอเิลก็ตรอน
(Electron Motion) นัน่เอง

แตว่า่เรากลับพบวา่มันมหีลาย ๆ กรณที ีมั่นตรงข้ามกับสิง่ท ีผ่มเพิง่อธบิายไปเมือ่ก ี้น ี้ ซึง่เราพบวา่ในกรณี
แปลก ๆ พวกน้ันคา่พลังงาน Correlation Energy มันกลับเพิม่ขึ้น คำถามคอื เปน็ไปได้ไง? สมมตฐิานทีเ่ปน็
ไปได้กค็อืวา่ แสดงวา่มันต้องมี Correlation แบบอืน่ท ีน่อกเหนอืจาก Dynamic Correlation หลบซอ่นอย ู่
แน ่ ๆ ซึง่เราเรยีก Correlation แบบน้ันวา่ “Static Correlation” นัน่เอง

สดุท้ายแล้วนักเคมทีฤษฎกีค้็นพบวา่สาเหตทุ ีมั่นเปน็แบบนี้เพราะวา่มันมสี ิง่ท ีเ่รยีกวา่ (Near-)degenerate
Configuration เพิม่ขึ้นมาซึง่มันสง่ผลหรอื Contribute ตอ่พฤตกิรรมของฟงักชั์นคลืน่ในระหวา่งทีพั่นธะเคมี
แตกออกแบบเยอะมาก ๆ เราเลยเรยีกระบบพวกนี้วา่ “(Strongly) Statically Correlated System” นีจ่งึ
เปน็สาเหตทุ ีท่ำให้วธิกีารคำนวณ เชน่ Hartree-Fock ทีใ่ช้ Single Slater Determinant น้ันใช้งานไมไ่ด้หรอื
Fail นัน่เอง

คำวา่ Near-degenerate State ถ้าเราแปลตรงตัวเลยกค็อืระดับพลังงานของออรบ์ทัิลทีอ่เิลก็ตรอนมัน
อย ูห่รอืถกูกระต ุ้นไปให้ไปอย ูน้ั่นมันใกล้กันมาก ๆ ซึง่เราจะพบเหตกุารณแ์บบนี้ได้เชน่กรณที ีเ่ราสนใจการกระ
ต ุ้นอเิลก็ตรอนหลาย ๆ ตัว (หลาย ๆ Configuration) ซึง่กจ็ะมเีทคนคิทีแ่ตกตา่งกันไปในการจัดการ (Treat)
กับคอนฟกิเุรชัน่ (Configuration) ของ Excited Electrons พวกนี้ เชน่อาจจะ Treat พร้อมกันหมดทกุกัน
ด้วยวธิ ี CASSCF หรอืทำการตัดหรอืแยกกัน treat ด้วยวธิ ี CCS, CCSD เปน็ต้น ซึง่ผมไมไ่ด้ลงรายละเอยีดใน
หนังสอืเลม่นี้

สรปุส้ัน ๆ อกีคร้ังคอื Static Correlation น้ันมาจากการอธบิายสถานการณ์ท ีก่ารทีฟ่งักชั์นคลืน่ของ
Hartree-Fock (HF) ทีเ่ราใช้เปน็ Reference Wavefunction น้ันไม ่ Fail หรอืล้มเหลวในการคำนวณสิง่
ตา่ง ๆ นัน่กเ็พราะวา่โมเดล HF น้ันมันใช้แนวคดิทีว่า่อเิลก็ตรอนน้ันมี Instantaneous Interaction กับสนาม
เฉลีย่ (Mean Field) หรอืคา่เฉลีย่ของอเิลก็ตรอนท้ังหมด แทนทีจ่ะเปน็ Instantaneous Interaction ระหวา่ง
อเิลก็ตรอนตัวอืน่ ๆ แตล่ะตัว ซึง่ในความเปน็จรงิน้ันมันควรจะต้องเปน็แบบหลัง

ดังน้ัน Dynamic Correlation จงึถกูนำมาใช้ในการอธบิายระบบตา่ง ๆ แทนเพราะวา่มันทำให้ Hartree-
Fock Reference น้ันถกูต้องมากขึ้น แตต้่องใสด่อกจันทร์ตัวหนา ๆ เลยวา่ให้ผลการคำนวณถกูต้องแบบ
Qualitative เทา่น้ัน (ให้ผลการคำนวณในภาพรวมแบบทีม่แีนวโน้มถกูต้อง) แตไ่มถ่กูต้องแบบ Quantitative
(ให้ผลการคำนวณทีผ่ดิคำนวณผดิหรอืคลาดเคลือ่น)

ถ้าให้เข้าใจงา่ยกวา่น ี้อกีกค็อื “Correlation” น้ันมันสือ่ถงึความหว่ยหรอืไร้ประสทิธภิาพ (Deficiency)
ของวธิ ี Hartree-Fock ทีใ่ช้ Single Slater Determinant นัน่เอง โดยปกตแิล้วเราสามารถคำนวณหาพลังงาน
Correlation Energy ได้ดังนี้

Ecorr = Eexact − EHF (1.1)



244 ภาคผนวก

กค็อืการนำคา่พลังงานจรงิมาลบออกด้วยคา่พลังงานทีไ่ด้จากวธิ ี HF จะได้ Correlation Energy (Ecorr)
นัน่หมายความวา่ Correlation Energy น้ันคอืสว่นทีห่ายไปที่ HF น้ันต้องการเข้ามาเตมิเตม็ ซึง่มันกม็วีธิ ี
ตา่ง ๆ มากมายทีเ่ราเรยีกกันวา่ Post-HF น้ันเข้ามาชว่ยในการ Correction โดยการรวม Configuration
แบบตา่ง ๆ ของ Excited States เข้าไปนัน่เอง วธิ ี Post-HF กม็หีลายอัน เชน่ nth-Order Møller-Plesset
Perturbation Theory (MPn), Multi-configurational Self-consistent Field (MCSCF), Configuration
Interaction (CI), Full CI

แตเ่ราต้องเข้าใจให้ถกูต้องอกีนะวา่ไมใ่ชว่ธิ ี Post-HF ทกุวธิที ีส่ามารถแก้ปญัหา Correlation โดยการ
ใส ่เทอม Dynanic Correlation เข้าไปอยา่งเดยีว ตัวอยา่งเชน่ วธิ ี MPn Perturbation น้ันใช้ Dynamic
Correlation ในขณะทีว่ธิอียา่ง MCSCF น้ันใช้ Static Correlation

แล้วคำถามคอืทำไมวธิ ี Post-HF ตา่ง ๆ ถงึไมร่วมท้ัง Static Correlation และ Dynamic Correlation
เข้าไปพร้อม ๆ กัน คำอธบิายคอื จรงิ ๆ แล้วมันเปน็ไปไมไ่ด้เลยทีเ่ราจะแยก Static Correlation กับ Dynamic
Correlation ออกจากกันนัน่กเ็พราะวา่ Correlation ท้ังสองอันนี้ มพี ื้นฐานมาจาก Physical Interaction
ทีเ่หมอืนกัน ดังน้ันวธิกีารที่ Cover หรอืรวม Dynamic Correlation เข้าไปแล้วน้ันกจ็ะรวม Effect ของ
Correlation แบบที่เปน็ Non-dynamic Effect ซึง่ก ็คอื Static Correlation เข้าไปด้วย และในทำนอง
เดยีวกันกับวธิที ีร่วมเฉพาะ Static Correlation เข้าไป กจ็ะรวม Dynamic Correlation เข้าไปด้วยโดยปรยิาย
แล้วนัน่เอง ซึง่ Correlation ท้ังสองอันนี้ มันถกูผสมหรอื Mixed กันอย ูใ่นเทอมสงู ๆ ของ Wavefunction
Configuration

หมายเหต ุ 1: ตามทีเ่ราศกึษากันมาวา่ Hartree-Fock น้ันไมม่ ี Correlation ผสมอยูเ่ลย จรงิ ๆ แล้วกไ็มถ่กู
ซะทเีดยีว เพราะวา่ HF น้ันไมย่อมให้มอีเิลก็ตรอน 2 ตัวใด ๆ มี State เหมอืนกันได้ ดังน้ัน HF จงึมคีวามเปน็
Correlation อย ูน่ดิหนอ่ยนัน่เอง (เรยีกวา่ Fermi Correlation)

หมายเหต ุ 2: Single Slater Determinant น้ันเปน็ Representation ของฟงักชั์นคลืน่ท ีไ่มค่อ่ยดเีทา่ไหร ่ ไม ่
เหมาะนำมาใช้อธบิายระบบ Many-electron หรอืระบบทีม่อีเิลก็ตรอนหลายตัว

2 Density Matrix Renormalization Group

ในหัวข้อนี้ ผมอยากจะให้ผ ู้อา่นได้ร ู้จักกับวธิคีวอนตัมอกีวธิหีนึง่ท ีต่อนนี้ ได้รับความสนใจในหมูนั่กเคมี
ทฤษฎเีปน็อยา่งมาก นัน่กค็อื Density Matrix Renormalization Group (DMRG)

DMRG เปน็หนึง่ ในทฤษฎีท ี่ถกู พัฒนามาจาก Quantum Renormalization Group Theory โดย
เปน็การใช้ Density Matrix Formulation ทีเ่สนอโดย Steven White ศาสตราจารย์ทางด้านฟสิกิส์ท ี่ Uni-
versity of California, Irvine ในชว่งป ี 1992 แล้วกถ็กูนำมาประยกุตใ์ช้กับงานวจัิยทาง Quantum Chem-
istry ต้ังแตน้ั่นเปน็ต้นมา

วธิ ี DMRG น้ันเปน็ Vairational-Based Method ซึง่นำมาใช้ในการคำนวณ Wavefunction ซึง่ถกู
เขยีนหรอืถกู Represented ด้วยสิง่ท ีเ่รยีกวา่ Matrix Product State (MPS) หรอือกีช ือ่คอื Tensor Chain
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หรอื Tensor Network นักวจัิยได้นำทฤษฎี DMRG ไปใช้ศกึษาระบบโมเลกลุแบบพเิศษ (Special Case) บาง
ประเภททีม่คีวามซับซ้อนและไมส่ามารถทีจ่ะใช้วธิคีวอนตัมทัว่ไปในการอธบิายหรอืคำนวณได้ เชน่ Strongly
Correlated System ซึง่กค็อืระบบทีอ่เิลก็ตรอนน้ันมี Correlation ตอ่กันสงูมาก ๆ โดยให้นกึถงึโมเลกลุหรอื
วัสดจุำพวก Conductor-Insulator Material หรอืสารประกอบ Transition Metal Oxide เปน็ต้น

แม้วา่ DMRG จะถกูพัฒนามานานกวา่ 30 ปแีล้ว แตก่ยั็งไมไ่ด้เปน็ทีแ่พรห่ลายมากนักในกล ุม่นักเคมเีชงิ
คำนวณ ยิง่ถ้าเปน็การประยกุต์ใช้น้ันกไ็มต้่องพดูถงึเลย เพราะวา่ตัวทฤษฎน้ัีนเรยีกได้วา่ยังอย ูใ่นข้ันของการ
พัฒนาเพือ่ให้สามารถนำไปใช้งานได้กับระบบทางเคมจีรงิ ๆ ได้อย ู่

ผมคดิผ ู้อา่นหลาย ๆ คนอาจจะยังไมเ่คยได้ยนิแม้แตช่ ือ่ทฤษฎอัีนนี้มากอ่น เทา่ทีผ่มทราบ (อยา่งน้อย
ก็ ณ วันทีผ่มเขยีนหนังสอืเลม่นี้ซึง่กค็อืเดอืนกันยายน พ.ศ. 2566) ในประเทศไทยกยั็งไมม่กีล ุม่วจัิยไหนทีน่ำ
ทฤษฎนี ี้มาใช้เลย แตก่ไ็มใ่ชเ่ร ือ่งแปลกอะไรเพราะแม้แตใ่นตา่งประเทศกม็กีล ุม่วจัิยแคไ่มก่ ีท่ ีใ่นโลกเทา่น้ันที่
ทำวจัิยโดยใช้วธินี ี้ นัน่กเ็พราะวา่ตัวทฤษฎน้ัีนมคีวามยาก ซับซ้อน และสิ้นเปลอืงในเชงิการคำนวณพอสมควร

ถ้าสนใจอา่นเปเปอร์ เฉพาะทางที่เก ีย่วข้องกับการพัฒนา DMRG สำหรับโจทย์งานวจัิย Electronic
Structure ลองอา่นเปเปอรข์องกล ุม่วจัิยของ Professor Garnet Kin-Lic Chan แหง่ California Institute of
Technology หรอื Caltech ซึง่เปน็กล ุม่วจัิยทีพั่ฒนา Library สำหรับการคำนวณ DMRG (กล ุม่วจัิยเดยีวกัน
กับทีพั่ฒนาโปรแกรม PySCF) และกม็กีล ุม่วจัิยของ Professor Markus Reiher แหง่ ETH Zürich ทีพั่ฒนา
ทฤษฎี DMRG เพือ่ใช้ในการศกึษาและแก้ปญัหาโจทยท์างเคมเีชน่เดยีวกัน

3 Density Matrix Functional Theory

Density Matrix Functional Theory (DMFT) เปน็ทฤษฎที ีนั่กเคมเีชงิทฤษฎเีช ือ่วา่จะเข้ามาพลกิโฉม
เปลีย่นแปลงวงการเคมีควอนตัม โดย DMFT สามารถแก้ปญัหาหลาย ๆ อยา่งของ Density Functional
Theory (DFT) ได้ โดยในหัวข้อนี้ผ ู้อา่นจะได้ศกึษา DMFT แบบเบื้องต้นครับ

ขอเท้าความกอ่นวา่ตัวทฤษฎี DFT น้ันมปีญัหาหลายอยา่ง ทำให้ต้องพึง่พา Approximation ตา่ง ๆ
มากมายเพือ่ เข้ามาชว่ยทำให้การคำนวณระบบเคมีแบบตา่ง ๆ น้ันถกู ต้องหรอืที่เราเรยีกวา่การทำ Cor-
rection ถ้าหากต้องการรายละเอยีดทีค่รอบคลมุผมแนะนำให้ทกุคนอา่นบทความรวีวิของ Prof. Kieron
Burke “Perspective on Density Functional Theory” ซึง่สรปุไว้ด ีมาก ๆ (อา่นได้ฟร)ี ลงิก:์ https:
//pubs.aip.org/aip/jcp/article/136/15/150901/941589

Density Functional Theory เร ิม่ด้วยการสรปุ DFT ครา่ว ๆ กอ่น ตัว DFT ทีเ่ราใช้กันอย ูใ่น
ปจัจบัุนน้ันเปน็ Kohn-Sham (KS) Framework ซึง่จะใช้อ้างองิกับระบบทีอ่เิลก็ตรอนน้ันไมม่อัีนตรกริยิาตอ่
กัน หรอืทีเ่ราเรยีกวา่ Non-Interacting System ซึง่จะมี Electron Density ทีเ่ทา่กันกับของ Interacting
System สว่นพลังงานของระบบทีส่ถานะพื้นทีไ่ด้จากการคำนวณด้วย DFT จะหามาจาก Electron Density

https://pubs.aip.org/aip/jcp/article/136/15/150901/941589
https://pubs.aip.org/aip/jcp/article/136/15/150901/941589
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(ผมเขยีนแทนด้วยตัว p) โดยมสีมการดังนี้

Etot[p] = Ts[p] + Eext[p] + EH [p] + EXC [p] (3.1)

โดยแตล่ะเทอมคอื

• Etot คอื Total energy

• Ts คอื Kinetic energy

• Eext คอื External energy

• EH คอื Coulomb energy

• EXC คอื Exchange-correlation energy

DFT ของ KS Framework ใช้ KS Orbitals ในการนำมาสร้าง KS Wavefunction ซึง่ KS Orbitals น้ัน
จะถกูเขยีนด้วย KS Determinant แล้วเรากส็ามารถเขยีน Electron Density ให้อย ูใ่นรปูของ KS Determi-
nant ได้อกีด้วย เรามาดรูายละเอยีดเฉพาะ Kinetic Energy กับ EXC กัน โดยเฉพาะเทอม EXC น้ันจะซับ
ซ้อนกวา่เพือ่นเพราะวา่ยังไมม่ ี Exact Form ทีส่ามารถคำนวณได้อยา่งถกูต้อง 100

อันแรกคอื Kinetic Energy (T ) ซึง่พลังงานจลนน์ ี้ เปน็ฟงักชั์นทีข่ึ้นกับ Electron Density โดยสามารถ
หาได้จากการใช้ Kinetic Energy Operator ซึง่กค็อื Laplacian1

อันทีส่องคอื EXC โดยเทอมนี้ น้ันมสีมการดังตอ่ไปนี้

EXC [p] = T [p]− Ts[p] + Eee[p]− EH [p] (3.2)

สาเหตทุ ีผ่มใส ่ [p] ในสมการข้างบนนี้ กเ็พราะวา่ต้องการจะบอกวา่เทอมทกุเทอมในสมการนี้ ขึ้นกับ
Electron Density (p), แล้วก ็ T กับ Eee น้ันคอื Kinetic Energy และ Electron-Electron Energy ของ
ระบบ Interacting System, สว่น Ts กับ EH น้ันคอื Kinetic Energy และ Coulomb Energy ของระบบ
Non-Interacting System จะเหน็ได้วา่ในการคำนวณหา EXC น้ันเราจะต้องร ู้ Kinetic Energy ของท้ัง
Non-Interacting และ Interacting Systems

Density Matrix Functional Theory ผมขอเปรยีบเทยีบ DMFT กับ DFT โดยการเทยีบสมการ
พลังงานให้เหน็กันชัด ๆ ไปเลยวา่ท้ังสองทฤษฎตีา่งกันยังไง เง ือ่นไขแรกทีเ่ราพจิารณาน้ันกค็อืวา่ DMFT น้ัน
จะอ้างองิกับระบบแบบ Interacting System (ไมเ่หมอืนกับ DFT) สว่นพลังงานรวมหรอื Etot ของ DMFT

1Laplacian คอื Divergence ของ Gradient อกีทหีนึง่ ถ้าหากวา่เราพจิารณากรณที ีร่ะบบมกีารเคลื่้อนทีใ่น 1 มติ ิ เราจะได้
วา่จรงิ ๆ แล้ว Laplacian กค็อื Hessian หรอือนพัุนธอั์นดับทีส่องเทยีบกับ Displacement นัน่เอง
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น้ันสามารถเขยีนได้เหมอืนกันกับกรณพีลังงานรวมของ DFT นัน่แหละครับ แตจ่ะตา่งกันตรงทีว่า่เทอมทกุ
เทอมน้ันไมไ่ด้ขึ้นกับ Electron Density อกีตอ่ไปแล้ว แตว่า่เราจะใช้ส ิง่ท ีเ่รยีกวา่ One-electron Reduced
Density Matrix (ผมใช้แทนด้วยตัว y) แทนตัว Density ดังนี้

Etot[y] = T [y] + Eext[y] + EH [y] + EXC [y] (3.3)

กอ่นทีจ่ะอธบิายตอ่ไป ต้องมาทำความเข้าใจ One-electron Reduced Density Matrix (1-RDM) กัน
สักนดินงึกอ่น จรงิ ๆ แล้วน้ัน 1-RDM ถกูพสิจูนม์าจากกลศาสตรค์วอนตัมซึง่ในทางฟสิกิสน้ั์นเราเร ิม่ด้วยการ
Quantum State ของระบบของเราโดยใช้ Pure State กับ Mixed State (Mixed State คอื Pure State
มากกวา่หนึง่อันมารวมกัน) ซึง่ Density Matrix น้ันก ็คอื Matrix ของ Density ทีเ่กดิจากผลคณูระหวา่ง
Probability กับฟงักชั์นคลืน่ของ Pure State

ซึง่ 1-RDM น้ันถกูลดรปูมาจาก Two-Electron Reduced Density Matrix (2-RDM) รายละเอยีดเพิม่
เตมิอา่นได้ทีห่น้าที่ 3 ของเอกสาร “An Introduction to Reduced Density Matrix Functional Theory”1

เน ือ่งจากวา่ DMFT น้ันถกูพัฒนาขึ้นมาโดยใช้ Interacting System ดังน้ันเราจงึไมส่ามารถคำนวณ
1-RDM หรอื y ได้จาก KS Determinant เหมอืนกรณี KS DFT ทีเ่ราใช้ Non-Interacting System ซึง่น ีเ่ปน็
สาเหตทุ ีท่ำให้ตัว DMFT น้ันมคีวามซับซ้อนกวา่ DFT เยอะมาก ๆ

เนือ่งจากวา่เราใช้ Determinant ของ KS Orbitals ไมไ่ด้แล้ว เราจงึจำเปน็ต้องใช้ฟงักชั์นคลืน่แบบตรง
ๆ ไปเลย แล้วทำการ Diagonalization ซึง่ทำให้เราได้วา่ Spectral Representation ของ 1-RDM น้ันหาได้
จาก Natural Orbitals กับ Natural Occupation Number

เม ือ่เรากำหนด 1-RDM ได้แล้ว ทำให้เราได้วา่ Kinetic Energy ของ DMFT น้ันสามารถเขยีนให้อย ูใ่น
รปูของ 1-RDM ได้ และ Kinetic Energy อันใหมน่ ี้ น้ันกเ็ปน็ Kinetic Energy ของระบบ Interacting System
นัน่จงึทำให้ EXC ของ DMFT น้ันไมข่ึ้นกับ Kinetic Energy อกีตอ่ไป แตจ่ะขึ้นอย ูกั่บเพยีงแค ่ Electron-
Electron Interaction Energy เทา่น้ัน ดังนี้

EXC [y] = Eee[y]− EH [y] (3.4)

ซึง่ ถ้าเทยีบกับ EXC [p] ของกรณี DFT น้ันจะมีความงา่ยกวา่เยอะ เม ือ่ เรามีนยิามที่แนน่อนของ EXC
สำหรับ DMFT แล้ว เราจงึสามารถพัฒนา Approximation ตา่ง ๆ สำหรับ EXC ได้ เหมอืนกันกับ DFT ที่
เรามี Functionals ตา่ง ๆ ให้เลอืกใช้นัน่แหละ เพยีงแคว่า่ Functionals ทีเ่ราร ู้จักกันใน DFT น้ันไมส่ามารถ
นำมาใช้กับ DMFT ได้

สว่นการหาคา่พลังงานตำ่สดุของระบบโมเลกลุทีส่ถานะพื้นน้ันกท็ำได้โดยการ Minimize คา่ Etot[y]
โดยเทยีบกับ 1-RDM [y] แทนทีจ่ะเทยีบกับ Electron Density [p] นอกจากนี้ เรายังสามารถคำนวณ Elec-

1ไฟล์ PDF: https://quantique.u-strasbg.fr/ISTPC/lib/exe/fetch.php?media=istpc2021:lecture_rdmft_pina_r
omaniello.pdf และวดิโีอ https://www.youtube.com/watch?v=HN3fXcDCytA

https://quantique.u-strasbg.fr/ISTPC/lib/exe/fetch.php?media=istpc2021:lecture_rdmft_pina_romaniello.pdf
https://quantique.u-strasbg.fr/ISTPC/lib/exe/fetch.php?media=istpc2021:lecture_rdmft_pina_romaniello.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=HN3fXcDCytA
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tron Density ของระบบจาก DMFT ได้ด้วย โดยการใช้ Occupation Number กับฟงักชั์นคลืน่นัน่เอง

ตัวทฤษฎี DMFT น้ันถงึแม้วา่ในปจัจบัุนน้ันจะยังไมค่อ่ยได้ถกูใช้งานแพรห่ลายในงานวจัิยทัว่ ๆ ไปมาก
นัก เนือ่งจากวา่ยังไมค่อ่ย General Purpose สักเทา่ไหร ่ ทำให้ยังไมค่อ่ยเปน็ทีน่ยิมเม ือ่เทยีบกับ DFT แตถ้่า
หากวา่ถงึวันที่่ DMFT น้ันสามารถนำมาใช้งานได้งา่ยขึ้น นัน่กอ็าจจะเรยีกได้วา่เปน็การเปลีย่นแปลงคร้ังย ิง่
ใหญ่ (Paradigm Shift) เลยกว็า่ได้
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ทฤษฎแีละโครงสร้างของโปรแกรม CP2K

1 Hamiltonian และ Energy Functional

โปรแกรม CP2K เปน็โปรแกรมเคมคีวอนตัมทีม่วัีตถปุระสงคใ์นการจำลองระบบโมเลกลุแบบ Periordic
(โดยการใช้ Periodic Boundary Condition) โดยระบบโมเลกลุทีเ่หมาะกับการจำลองประเภทนี้ น้ันกจ็ะเปน็
โมเลกลุจำพวก 2D และ 3D เชน่ Solid State, Liquid, Material, Crystal รวมถงึระบบโมเลกลุทีม่ขีนาดใหญ่
หัวใจสำคัญของ CP2K กค็อืการใช้วธิ ี Gaussian and Plane Wave (GPW) ซึง่เปน็การใช้ Representation
2 แบบทีแ่ตกตา่งกันในการอธบิายความหนาแนน่ของอเิลก็ตรอน (Electron Density หรอื n(r)) ซึง่เปน็
อนิพตุสำคัญของวธิ ี Density Functional Theory (DFT)

Representation อันแรกทีใ่ช้น้ันผ ู้อา่นทกุคนนา่จะทราบกันเปน็วา่อยา่ง นัน่กค็อืการใช้ Gaussian
Functions โดนเราจะทำการกระจายหรอื Expand Gaussian Functions อันนี้ไปยังอะตอมทกุ ๆ อะตอมใน
โมเลกลุแล้วกท็ำการรวม (Sum) ทกุเทอมเข้าด้วยกัน ซึง่เขยีนเปน็สมการได้ดังนี้

n(r) =
∑
µv

P µvφµ(r)φv(r) (1.1)

โดยที่ P µv คอืสมาชกิของ Density Matrix และ φµ(r) =
∑

i diµgi(r) โดยทีม่ ี Primitive Gaussian
Functions คอื gi(r) และมี Contraction Coefficients คอื diµ

สว่น Representation อันทีส่องน้ันเปน็การใช้ประโยชนข์อง Auxiliary Basis ของ Plane Waves ดังนี้

ñ(r) =
1

Ω

∑
G

ñ(G) exp(iG · r) (1.2)
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โดยที่Ω คอืปรมิาตรของ Unit Cell (ขนาดของระบบทีเ่รากำหนด) และG คอื Reciprocal Lattice Vectors
สว่น Expansion Coefficients ñ(G) น้ันมหีน้าทีค่อืทำให้ ñ(r) น้ันมคีา่เทา่กันกับ n(r) บน Regular
Grid ใน Unit Cell นอกจากนี้แล้วยังมเีทคนคิทีเ่ราสามารถทำการแปลงสลับไปมาระหวา่ง n(r), ñ(r) และ
ñ(G) โดยการใช้เทคนคิการ Mapping และ Fast Fourier Transforms (FFT)

พลังงานรวมของโมเลกลุทีค่ำนวณด้วยวธิ ี Kohn-Sham Density Functional Theory (DFT) โดยการ
ใช้ Gaussian Plane Wave (GPW) ในโปรแกรม CP2K น้ันมสีมการดังตอ่ไปนี้

E[n] = ET[n] + EV[n] + EH[n] + EXC[n] + EII (1.3)

โดยทีส่มการ (1.3) น้ันเปน็สตูรของพลังงานรวมทีเ่กดิจากการนำพลังงานตา่ง ๆ มารวมกัน อาจจะเปรยีบ
เทยีบสตูรพลังงานกับสตูรการทำอาหารกไ็ด้ ซึง่พลังงานแตล่ะเทอมน้ันกค็อืสว่นผสมทีโ่ปรแกรม CP2K น้ัน
เลอืกใช้ (ตามทฤษฎ)ี ในทำนองเดยีวกัน โปรแกรมเคมีควอนตัมอืน่ ๆ น้ันตา่งก ็ม ีสตูรที่ใช้ในการคำนวณ
พลังงานรวมของโมเลกลุเปน็ของตัวเอง ขึ้นกับวา่ใช้ทฤษฎไีหน สำหรับพลังงานแตล่ะเทอมในสมการที่ (1.3)
น้ันมี Expression ดังนี้

E[n] =
∑
µν

P µν ⟨φµ(r)| −
1

2
∇2 |φν(r)⟩

+
∑
µν

P µν
〈
φµ(r)

∣∣V PP
loc (r)

∣∣φν(r)〉
+
∑
µν

P µν
〈
φµ(r)

∣∣V PP
nl (r, r′)

∣∣φν (r′)
〉

+ 2πΩ
∑
G

ñ∗(G)ñ(G)

G2
(1.4)

+

∫
exc(r)dr

+
1

2

∑
I ̸=J

ZIZJ
|RI −RJ |

(1.5)

2 ทำความเข้าใจและวเิคราะหโ์ปรแกรม CP2K

3 การพัฒนาโปรแกรม CP2K



ภาคผนวก C

Equation of State สำหรับของเหลว

ในหัวข้อนี้ เราจะมาศกึษา MD กันด้วย Virial Theorem กันกอ่นซึง่เปน็หลักการทีถ่กูนำมาประยกุตใ์ช้
ในการคำนวณระบบทีม่อีนภุาพ N ตัว (N-body)

ของเหลว (Liquid) เปน็สถานะหนึง่ของสสารทีพ่ลังงานศักย์น้ันมดีกีรหีรอืระดับของพลังงานทีเ่ทา่กับ
พลังงานจลน์ โดยเราสามารถใช้การคำนวณ MD มาคำนวณหา Equation of State ของของเหลวได้ เร ิม่
ต้นสมมติวา่ เรามีระบบที่ม ี N โมเลกลุซึง่มวลของแตล่ะโมเลกลุ น้ันมีคา่ เทา่กับ m และโมเลกลุ ท้ังหมด
น้ันถกูจำลองอย ูภ่ายในกลอ่งทรงลกูบาศก์ท ีม่คีวามยาวของแตล่ะด้านเทา่กับ L เรากำหนดให้พกัิดเร ิม่ต้น
ของโมเลกลุ น้ันคอื r⃗i = (xi, yi, zi) และมีความเรว็คอื v⃗i = (ui, vi, wi) และมีแรงคอื F⃗i =
(fi, gi, hi), i = 1, 2, ..., N

จากกฎข้อทีส่องของกฎการเคลือ่นทีข่องนวิตันน้ัน เรามคีวามสัมพันธค์อื

F⃗i = m
d2r⃗i
dt2

(0.1)

ซึง่เราสามารถเขยีนได้เปน็

d

dt

(
d (x2i )

dt

)
=

d

dt

(
2xi

dxi
dt

)
(0.2)

= 2
dxi
dt

dxi
dt

+ 2xi
d2xi
dt2

(0.3)

= 2u2i + 2xi
d2xi
dt2

(0.4)

สมการด้านบนน้ันเปน็การบอกใบ้เราวา่แรงทีก่ระทำตอ่ระยะกระจัดทีโ่มเลกลุเคลือ่นทีไ่ปในแตล่ะทศิทางน้ัน
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สามารถเขยีนได้เปน็อนพัุนธข์องฟงักชั์นทีข่ึ้นกับความเรว็และความเรง่ดังนี้

fixi = mxi
d2xi
dt2

(0.5)

=
1

2
m
d

dt

(
d (x2i )

dt

)
−mu2i (0.6)

giyi = myi
d2yi
dt2

(0.7)

=
1

2
m
d

dt

(
d (y2i )

dt

)
−mv2i (0.8)

hizi = mzi
d2zi
dt2

(0.9)

=
1

2
m
d

dt

(
d (z2i )

dt

)
−mw2

i (0.10)

เม ือ่เรารวมสมการด้านบนท้ังสามสมการเข้าด้วยกัน เราจะได้วา่

1

2
m
d

dt

{
d

dt

(
x2i + y2i + z2i

)}
= F⃗i · r⃗i +m |v⃗i|2 (0.11)

และเมือ่เราทำการรวมสมการสำหรับทกุโมเลกลุในระบบ (i = 1, 2, . . . , N) เราจะได้วา่

1

2
m

N∑
i=1

d

dt

{
d

dt
r2i

}
=

N∑
i=1

F⃗i · r⃗i +m
N∑
i=1

|v⃗i|2 (0.12)

ตอ่จากน้ันกเ็รากท็ำการกำหนดให้กรอบอ้างองิของระบบของเราน้ันอย ูท่ ีจ่ดุกึง่กลางของกลอ่งทรงลกู
บาศน์ ซึง่จะทำให้เรามคีวามสัมพันธดั์งตอ่ไปนี้

r2i ≡ |r⃗i|2 = x2i + y2i + z2i (0.13)

ซึง่ก ็คอืระยะหา่งจากจดุกำเนดิ (จดุศนูยก์ลางของกลอ่ง) ถงึโมเลกลุ i ยกกำลังสอง โดยทางด้านซ้ายของ
สมการที่ (0.12) น้ันจรงิ ๆ แล้วก ็คอื อัตราของความเรง่ของระยะหา่งยกกำลังสองเฉลีย่ (Mean Square
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Distance) นัน่เอง ซึง่ปรมิาณตัวนี้จะต้องมคีา่เทา่กับ 0 เสมอเพราะวา่ของเหลวน้ันอย ูใ่นระบบปดิ (ในทีน่ ี้คอื
Fixed Cube) สว่นเทอมที่ 2 ของทางด้านขวาของสมการที่ (0.12) น้ันมคีา่เปน็สองเทา่ของพลังงานจลนร์วม
ของระบบซึง่หลายคนนา่จะเคยศกึษามากอ่นแล้วจากวชิาเคมเีชงิฟสิกิส์ในระดับปรญิญาตรวีา่โมเลกลุแตล่ะ
โมเลกลุน้ันจะมคีา่เฉล ีย่ของพลังงานจลน์ของการเล ือ่นตำแหนง่ (Translation) เทา่กับ 3

2
kθ โดยที่ k คอืคา่

คงทีโ่บลท์ซมันน์ (Boltzmann Constant) และ θ คอือณุหภมูสัิมบรูณ์ ดังน้ันเทอมทีส่องของด้านขวาของ
สมการนี้จะต้องมคีา่เฉลีย่เทา่กับ 3Nkθ

สำหรับ ∑N
i=1 F⃗i · r⃗i ซึง่เปน็เทอมแรกของทางด้านขวาของสมการที่ (0.12) น้ันมชี ือ่เรยีกวา่ Virial

of Clausius และมมีติ ิ (หนว่ย) ทีเ่หมอืนกันกับทอรก์ (Torque) โดย Virial น้ันสามารถหาได้จากคา่คาดหวัง
(Expectation Value) ซึง่เปน็คา่เฉลีย่ ดังน ี้

−PV +

〈∑
i ̸=j

F (rij)rij

〉
(0.14)

คราวนี้ เราจะมาทำการพสิจูนส์มการของ Virial ของสมการที่ (0.14) โดยเราจะพจิารณาทีล่ะเทอม โดย
เทอมแรกน้ันคอืแรงทีเ่กดิขึ้นจากขอบ (Boundary) ของระบบหรอืด้านข้างของกลอ่งลกูบาศน์นัน่เอง สว่น
เทอมทีส่องคอืแรงทีก่ระทำตอ่โมเลกลุซึง่เปน็แรงระหวา่งโมเลกลุ

1) แรงทีเ่กดิขึ้นทีผ่นังของกลอ่ง เร ิม่ต้นน้ันเราสามารถคำนวณหาแรงทีเ่กดิขึ้นบนผนัง ณ ตำแหนง่
x = L

2
ได้เทา่กับ PL2 โดยที่P คอืความดันทีก่ระทำตอ่ผนังและ L2 คอืพื้นทีข่องผนัง ณ ตำแหนง่ x = L

2

แล้วเรากใ็ช้กฎข้อที่ 3 ของกฎการเคลือ่นทีข่องนวิตันเราจะได้วา่ผลรวมของแรงท้ังหมดทีก่ระทำตอ่โมเลกลุที่
อย ูใ่กล้ ๆ ผนังน้ันจะมคีา่เทา่กับ −PL2 ซึง่เราจะได้วา่ Contribution ทีเ่ก ีย่วข้องกับ Virial น้ันคอื

−1

2
PL3 (0.15)

เม ือ่เราพจิารณาผนังท้ัง 6 ด้านของลกูบาศกน้ั์นเราจะต้องทำการรวม Virial ของท้ัง 6 ด้านเข้าด้วยกัน พดูงา่ย
ๆ คอืเราคณูสมการที่ (0.15) ด้วย 6 ซึง่จะทำให้เราได้สมการ Virial ท ีส่มบรูณม์ากขึ้น ดังนี้

−3PL3 = −3PV (0.16)

โดยที่ V = L3 คอืปรมิาตรของลกูบาศก์

2) แรงระหวา่งโมเลกลุ เรากำหนดให้ x เปน็องค์ประกอบเชงิเวกเตอร์ของแรงทีก่ระทำตอ่โมเลกลุ i
ทีเ่กดิขึ้นจากโมเลกลุ j โดยเขยีนแทนด้วย f(rij) ซึง่เราจะมคีวามสัมพันธดั์งนี้
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fi =
N∑

j=1j ̸=i

f (rij) (0.17)

ในทำนองเดยีวกันเรากจ็ะมแีรงทีเ่หมอืนกันกับกรณข้ีางต้นด้วย ดังตอ่ไปนี้

gi =
N∑

j=1j ̸=i

g (rij) (0.18)

hi =
N∑

j=1j ̸=i

h (rij) (0.19)

ดังน้ันสว่นทีเ่ปน็แรงทีเ่กดิขึ้นจากอันตรกริยิาระหวา่งโมเลกลุของ Virial น้ันจงึสามารถอธบิายได้ด้วย
สมการดังตอ่ไปนี้

N∑
i=1

[{
N∑

j=1j ̸=i

f(rij)

}
xi +

{
N∑

j=1j ̸=i

g(rij)

}
yi +

{
N∑

j=1j ̸=i

h(rij)

}
zi

]
(0.20)

ลำดับไปตอ่เราเราสามารถคำนวณหา Contribution ทีเ่กดิขึ้นกับสมการด้านบนได้โดยมคีวามสัมพันธ์
เพ ิม่เตมิคอื

f (rij) xi + f (rji) xj = f (rij) xi − f (rij) xj (0.21)
= f (rij) (xi − xj) (0.22)

g (rij) yj + g (rji) yj = g (rij) (yi − yj) (0.23)

h (rij) zi + h (rji) zj = h (rij) (zi − zj) (0.24)

เราสามารถใช้สมการข้างต้นนี้ ได้เพราะวา่แรงทีโ่มเลกลุ j กระทำตอ่โมเลกลุ i น้ันมขีนาดทีเ่ทา่กับแรง
ทีโ่มเลกลุ i กระทำตอ่โมเลกลุ j แตว่า่มขีนาดตรงข้ามกัน

ถ้าหากเรากำหนดให้ (f (rij) , g (rij) , h (rij)) มทีศิทางทีอ่ย ูใ่นแนวเดยีวกันกับเส้นตรงระหวา่ง
r⃗i ถงึ r⃗j เชน่
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F⃗ (rij) · (r⃗j − r⃗i) = F (rij) rij (0.25)

โดยที่ F (rij) =
∣∣∣F⃗ (rij)∣∣∣ และ rij = |r⃗j − r⃗i| เราจะได้วา่ Virial น้ันจรงิ ๆ แล้วมคีา่เทา่กับสมการดัง

ตอ่ไปนี้

−3PV +

〈∑
i ̸=j

F (rij) rij

〉
(0.26)

ซึง่เราสามารถเขยีนใหมไ่ด้เปน็

3PV = 3NKθ +

〈∑
i ̸=j

F (rij) rij

〉
(0.27)
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